Analityczna teoria liczb: metoda okregu — zadania kwalifikacyjne Piotr Achinger

Uwagi. Nalezy wybra¢ i rozwiazac cztery z ponizszych osmiu zadan. Notacja logx oznacza
logarytm naturalny (Inx). Litery Z, R, C oznaczaja kolejno zbiory liczb catkowitych, rzeczywi-
stych, zespolonych. Pytania nalezy wysyta¢ na adres piotr.achinger@gmail.com.

Zadanie 1. Udowodnic, ze dla dowolnej liczby naturalnej N 1 istnieje liczba naturalna & taka,
ze liczby
k+1,k+2,....,k+N

sa ztozone.

Zadanie 2. Udowodnic, ze dla kazdej liczby naturalnej 7 > 1, co najmniej jedna z liczb

nan+1l,n+2,...,n

jest pierwsza. Uwaga: to jest staba wersja twierdzenia Czebyszewa, ktdre mowi, ze istnieje liczba
pierwsza pomiedzy n a 2n. W rozwigzanin nie mozna si¢ powotywac na twierdzenie Czebyszewa.

Zadanie 3. Udowodni¢, ze nieskonczona suma
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odwrotnosci liczb pierwszych jest nieskonczona. Wskazdwka: pokazaé, ze w przeciwnym przy-
padku nieskoriczony iloczyn
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bytby niezerowy, w zwiqzku z czym jego odwrotnosé
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bylaby skoriczona. Otworzyé nawiasy, skorzystac z podstawowego rwierdzenia arytmetyki i z faktn,
zesuma 1+ 3+ 5+ 1 +...4 - +... odwrotnosci wszystkich liczb naturalnych jest nieskoriczona.
Zadanie 4. Funkcja von Mangoldta A jest okreslona wzorem

A(n) = logp jezeli n jest potega liczby pierwszej p, M
o w przeciwnym przypadku.



Na przyktad A(2) = A(256) = log2, A(6) = 0. Udowodni¢, ze dla dowolnej liczby naturalnej
n > 1 zachodzi
log(n) ZA
d|n
Zadanie 5. Funkcga Mobiusa u jest okreslona wzorem

(n)= (=1)%  jezeli n jest iloczynem k réznych liczb pierwszych,
M0 w przeciwnym przypadku.

Na przyktad u(2) = u(3) = —1, u(6) =1 oraz u(256) = 0. Udowodnic, ze jezeli f: N — R jest

funkcja oraz
= Zf(d) dla kazdego 7 1
d|n
to

Z,u g(n/d) dlakazdego n 1.
d|n

Wyprowadzi¢ nastgpujacy wzor na funkcje von Mangoldta (1)
- Z u(d)logd.
d|n

Zadanie 6. Funkcja { (dzeta) Riemanna jest zdefiniowana jako szereg nieskonczony

(zbiezny dla s > 1). Wyprowadzi¢ nastgpujacy wzor
lo
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gdzie A to funkcja von Mangoldta (1). Wskazdwki: skorzystac ze wzoru Eulera wyrazajacego funkcie
{ jako nieskonczony tloczyn
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gdzie p przebiega wszystkie liczby pierwsze, oraz z szeregu Taylora funkci log(1+ x).
Zadanie 7. Funkgje f : Z — C z liczb catkowitych do liczb zespolonych nazywamy funkca o
skoriczonym nosniku jezeli f(n) # 0 tylko dla skonczenie wielu 7. Transformata Fouriera takiej
funkgji f nazywamy funkcje

fO)=2_f (e’ o)
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dla 8 € R. Przypomnijmy wzdr e'* = cosx + i sin x. Udowodni¢, ze

1
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oraz wyprowadzi¢ wzdr

DIfm)lF = L 1/ (6))2d6.
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Zadanie 8. Niech f,g,h : Z — C beda funkcjami o skonczonym nosniku, f , 8, b ich trans-
formatami Fouriera (2). Udowodnid, ze

> fla)g(b)h(c) J £ 0)e* N dp.

a+b+c=N



