WWW11, warsztaty z krystalografii, zadania kwalifikacyjne (max 10 pkt)

(nie mam preferencji co do formatu rozwigzan, byle dato si¢ je odczytac)

Zadanie 1, czesS¢ 1 (2 pkt)

Wyprowadz réwnanie Lauego (bardzo podobne do prawa Bragga) dla jednowymiarowego krysztahi.

O co chodzi?

Jednowymiarowy krysztat sktada si¢ z atoméw (czerwone)
odlegtych od siebie o a. Na te atomy pada $wiatto pod katem «,,
Te atomy potrafig rozproszy¢ to $wiatto w dowolnym Kierunku.
Ale $wiatlo z sasiednich atoméw bedzie ze sobg interferowac,
wigc maksymalne natezenie bedzie tam, gdzie réznica drog
optycznych jest rdwna wielokrotno$ci dtugosci fali (polecam

2 ——] przypomnie¢ sobie wyprowadzenie prawa Bragga). Pod jakim
katem a natezenie Swiatla rozproszonego bedzie najwicksze?
To wszystko jest w 3D, wiec skoro mam tylko warunek na kat
a, a Swiatlo jest rozpraszane rOwnomiernie wokot krysztatu,
najwiegcej $wiatla bedzie na caltej powierzchni odchylonej o a
wzgledem osi krysztatu. Taka powierzchnia to... stozek! Zrédto: rentgenografia.prv.pl/RownanieLauego.html

promleme

Zadanie 1, cze$é¢ 2 (4 pkt) JEtamncuskie
Mam krysztat dwuwymiarowy, czyli siatke atomow,
utozonych wzdtuz jednej osi co t;, a wzdluz drugiej osi
CO t,. Jakie sg warunki na kat rozproszenia, dla ktoérego
bedzie najwiecej swiatta? Dlaczego beda potrzebne dwa
katy? Mozesz zalozy¢, ze osie sg do siebie prostopadte.

Rysunek z ksigzki Bojarskiego o krystalografii.

Zadanie 1, cze$¢ 3 (niekonieczna do kwalifikacji, ale moze pomoc i da¢ dodatkowe 2 pkt)
Co si¢ zmieni, gdy osie krysztalu nie beda do siebie prostopadie?

Zadanie 2 jest takze zadaniem na warsztaty z Geometrycznej Teorii Grup.
Na 2. stronie krétki wstep do warsztatow, ktéry moze pomédc w zadaniu 2.

Zadanie 2, czeS¢ 1 (2 pkt)
W przestrzeni R? dany jest sze$ciokat foremny.

Wypisz wszystkie jego izometrie wlasne (tzn. izometrie, ktora przeksztalcajg go w niego samego).
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Zadanie 2, czeS¢ 2 (2 pkt) D~ C
W przestrzeni R3 dany jest szeScian ABCDA'B'C'D' (ABCD i A'B'C'D’ to rownolegte $ciany, krawedzie AA’,
BB’, CC', DD' sg parami rownoleglte). Niech o; bedzie symetrig przestrzeni wzgledem plaszczyzny ABC'D’, za$
g, - symetrig wzgledem plaszczyzny BCD'A’. Symetrie te sa izometriami wlasnymi danego sze$cianu. Jakie
izometrie wlasne sze$cianu mozna otrzymac przez sktadanie g, i o, (dowolng liczb¢ razy i w dowolnej
kolejnosci)? Opisz ich jak najwiecej.

Zadanie 2, cze$¢ 3 (niekonieczna do kwalifikacji, ale moze pomoc i da¢ dodatkowe 2 pkt)
Rozwazamy szescian z poprzedniego zadania. Niech p; bgdzie obrotem przestrzeni o 120 stopni wzgledem osi
zawierajgcej przekatng AC', za$ p, bedzie obrotem przestrzeni o 120 stopni wzgledem osi zawierajgcej
przekatng BD'. Opisz wszystkie izometrie wlasne sze$cianu, ktore mozna otrzymac sktadajac p, i p, (dowolng
liczbe razy i w dowolnej kolejnosci).


http://www.szkolnictwo.pl/szukaj,Prawo_Bragga
http://rentgenografia.prv.pl/RownanieLauego.html
http://ksiegarnia.pwn.pl/produkt/6856/krystalografia-z-cdrom.html
http://warsztatywww.pl/workshop/gtg/

Wstep do warsztatow z krystalografii

Operacja symetrii (w skrocie symetrig) nazywamy izometri¢, ktora zachowuje jakis zbior punktow w

4 przestrzeni (kazda izometria wlasna jakiej$ figury jest symetria,
mowimy wtedy o symetrii tej figury).

Przykiad: w przestrzeni R® obrét punktu o 180 stopni wokot osi Z

zamienia Wspéirze;dnq X na —X oraz y na -y:
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Ro,180 1A = (-, -y) Gdy najpierw obroce; punkt o 180 stopnl wzgl. osi z, a potem odbije
wzgledem plaszczyzny x=y=0, dostane to samo, co gdy najpierw
odbije, a potem obroceg, wzory ponizej. W obu przypadkach
wyjdzie to samo, a powstalg operacj¢ nazywamy symetrig
wzgledem érodka symetrii (w tym przypadku punktu x=y=z=0). Zrodlo obrazka
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Jak wida¢, ztozenie dwoch symetrii to po prostu mnozenie macierzy. Takie mnozenie nie zawsze jest
przemienne, wigc wynik ztozenia dwoch symetrii moze zaleze¢ od kolejnosci, w jakiej je sktadamy.

Warto uscisli¢ co to znaczy, ze symetria ,,zachowuje jaki$§ zbior punktow”: jak mam zbior punktow (figure),
ktory jest zachowany przez te symetrig, to kazdy punkt tego zbioru jest przyporzadkowywany przez t¢ symetri¢
jakiemus (niekoniecznie temu samemu) punktowi z tego zbioru. Dlatego np. obrot o 180 stopni zachowuje

bardzo wiele figur, np. takie (jesli o$ obrotu jest w geometrycznym $rodku figury): . ©

Sa tez specjalne punkty, ktore sg przyporzadkowane przez operacje symetrii im samym: nazywamy je punktami
statymi. Dla dowolnego obrotu jego zbior punktow statych to o$ obrotu. Dla odbicia wzgledem plaszczyzny
zbidr punktow stalych to wilasnie ta plaszczyzna. W przyktadzie na gorze strony zlozenie obrotu i odbicia dato
symetric wzgledem $rodka symetrii (zwana niepoprawnie’ przez krystalografow inwersja wzgledem punktu).
Ten ,,srodek symetrii” to wlasnie zbior (jednoelementowy) punktow stalych powstatej symetrii, ktory jest
(nieprzypadkowo) czgscig wspolng plaszczyzny x = y = 0 1 osi Z. Na zajeciach czgsto bedziemy nazywaé
zbiér punktéw statych jakiej$ symetrii ,,elementem symetrii” (np. o$ Z jest elementem symetrii).

Gdy mam jaka$ figure, moze by¢ wiele symetrii, ktore ja zachowuja. Ztozenie dwdch symetrii, ktore zachowuja
te figurg, tez jest symetrig zachowujacg te figure. Kazda figura ma symetri¢ ,,tozsamosciowa” (identycznos¢),
ktéra przyporzadkowuje kazdemu punktowi jego samego. Ztozenie identycznosci z dowolng inng symetrig X
daje symetrie X. Gdy zlozg 2 symetrie (np. YZ), a potem ztozg je z 3. symetrig (np. X), to otrzymam X(YZ),
czyli to samo co skfadajac w kolejnosci (XY)Z. Inaczej méwiac, symetrie danej figury tworza grupe
(dziataniem jest skladanie symetrii). Kazdej symetrii mozna przyporzadkowa¢ macierz, wigc rownie dobrze
moge rozpatrywac grupe macierzy (z dzialaniem mnozenia macierzy).

Gdy wezme jakie$ symetrie (nickoniecznie dwie) 1 bede je (oraz wyniki tego sktadania) sktadat az do skutku
(tzn az w wyniku sktadania dowolnych dwoch symetrii nie powstanie zadna nowa), tez dostang grupe. Te
elementy, od ktorych zaczynatem beda generatorami tej grupy.

Na warsztatach nie bedziemy rozpatrywa¢ doktadnie R3, poniewaz krysztaty majg strukture periodyczna, i co
jakas odleglos$¢ wszystko sie powtarza. Dlatego bedziemy bada¢ komorke elementarng (najmniejsza
powtarzalng czes¢ krysztatu), w ktorej jesli cos wyjdzie z jednej $ciany, musi wejs¢ z naprzeciwka®. Naklada to
pewne warunki na mozliwe operacje symetrii - warsztaty zaczniemy wlasnie od opisania mozliwych operacji
symetrii w krysztalach i uzasadnienia, dlaczego sa takie a nie inne.

' W geometrii inwersja oznacza catkiem inne przeksztalcenie, ktorym nie bedziemy si¢ zajmowac.
2 Jesli kto$ ma plugin Mathematici, polecam obejrzeé to, a wszystkim polecam obejrzeé ten filmik i inne na prawo od niego.



http://saikouceesay96.blogspot.com/2012/02/how-do-we-graph-rotations.html
http://pl.wikipedia.org/wiki/Grupa_%28matematyka%29
http://pl.wikipedia.org/wiki/Inwersja_%28geometria%29
http://demonstrations.wolfram.com/SomeRepresentativeCrystalStructures/
https://www.youtube.com/watch?v=KNgRBqj9FS8

