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Jesli doslesz zadania wczesniej, jest mozliwos¢ ich poprawiania, mozna tez sie¢ dopytywac,
przesytaé¢ czedciowe pomysty itd. Rozwigzania, pytania i znalezione btedy nalezy nadsyta¢
na adres: marcin.kotowskil@gmail.com (najlepiej z czyms typu [WWW11]| w temacie). Ak-
ceptuje jedynie rozwigzania napisane w LaTeXu albo, w ostatecznoéci, odrecznie E]

Nie ma $cisle okredlonej punktacji za zadania, prog kwalifikacji bedzie zalezal od ilosci
zgloszen i ogdlnej jakosci nadestanych rozwigzan.

1 Stowo wstepne

1.1 Wymagania

Zapoznaj si¢ samodzielnie z notacja asymptotyczna (O(1), O(n) itd.) oraz podstawowymi
pojeciami z teorii graféw - stopien wierzcholtka, spojnosé, dwudzielnosé, spojne sktadowe,
planarno$¢. Wystarczy znajomosé poje na poziomie Wikipedii.

1.2 Reprezentacje graféow

Niech G = (V, E) bedzie grafem o n wierzchotkach. Rozwazaé¢ bedziemy dwie mozliwe repre-
zentacje grafu:

1. Macierz sgsiedztwa. Graf reprezentujemy jako tablice n x n liczb A;;, gdzie A;; =1,
jesli istnieje krawedz miedzy wierzchotkami ¢ oraz j, i A;; = 0 w przeciwnym przy-
padku. Zapytanie o krawedz polega na sprawdzeniu warto$ci A;; dla ustalonej pary
wierzchotkow (i, j).

2. Lista sgsiedztwa. Kazdy wierzchotek przechowuje liste swoich sasiadow. Zapytanie o
krawedzie nastepuje przez podanie pary (i, k), gdzie i jest numerem wierzchotka grafu,
a k liczba naturalng - w odpowiedzi dostajemy numer k-tego sasiada wierzchotka o
numerze 1.

1 Jesli nie znasz jeszcze LaTeXa i rozwazasz pisanie odreczne, zastanéw sie dwa razy. LaTeXa i tak musisz
sie kiedys$ nauczy¢ - a jesli nie teraz, to kiedy?



Wybor reprezentacji bedzie zalezat od ilosci krawedzi w grafie. Jesli grafem jest gesty,
czyli zawiera rzedu n? krawedzi, bedziemy reprezentowaé¢ go przez macierz sasiedztwa. Jegli
za$ graf jest rzadki, czyli zawiera jedynie rzedu n krawedzi, bedziemy uzywac list sasiedztwa.
Dodatkowo czesto bedziemy zakladaé, ze istnieje pewna globalna stata d (np. d = 100) taka,
ze rozwazane grafy rzadkie majg maksymalny stopien d - wtedy oczywidcie taki graf moze
mie¢ co najwyzej g -n krawedzi, a wiec jest rzadki.

Czas dzialania algorytmu bedziemy zazwyczaj mierzy¢ liczbg wykonanych zapytan. To,
co rozumiemy przez zapytanie, zalezy od tego, ktérej z dwoch reprezentacji uzywamy.

1.3 Rachunek prawdopodobienstwa

W zadaniach i na zajeciach dopuszczamy czasem uzycie losowosci, np. wybranie losowo
wierzchotka grafu albo pozycji w ciggu znakéw. Zazwyczaj bedziemy wymagali, zeby algo-
rytm dawal poprawng odpowiedz z prawdopodobienstwem > % Doktadna wartos¢ % nie jest
tu istotna - jesli w zadaniach ponizej oczekiwane jest prawdopodobienstwo sukcesu > %, to
wystarczajace bedzie, jesli otrzymasz dowolne prawdopodobienstwo p > % (np. p = 0.55 -
byle byto wigksze od % i niezalezne od rozmiaru wejscia n). Uzasadnienie, dlaczego nie jest

to istotna réznica, chetni znajdg w sekcji

2 Zadania

Zadanie 1. Skonstruuj graf G o n wierzchotkach, ktoéry nie zawiera zadnych trojkatéw (to
znaczy trzech wierzchotkéw a, b, ¢ potaczonych wzajemnie krawedzimai) i ktéry ma jak naj-
wiecej krawedzi. Im wiecej krawedzi, tym wyzej punktowane rozwiazanie, ale uwaga - mozna
udowodni¢, ze n-wierzchotkowy graf bez trojkatéw moze mieé co najwyzej %2 krawedzi.

Zadanie 2. Niech x,y € {0,1}" beda dwoma ciagami dtugosci n ztozonymi z zer i jedynek.
Mamy obiecane, ze albo x = y, albo tez x i y réznig si¢ na co najmniej % pozycjach.
Zapytanie o pozycje ¢ zwraca warto$¢ x; oraz y;. Podaj algorytm uzywajacy O(1) zapytan i

dajacy poprawng odpowiedz z prawdopodobienstwem > %

Zadanie 3. Przypu$émy, ze mamy dany graf G' o n wierzchotkach i ustalmy ¢ > 0. Rozpa-
trujemy dwa przypadki:

1. G jest zadany przez macierz sasiedztwa. Mamy obiecane, ze G albo jest pusty (nie
zawiera krawedzi), albo zawiera co najmniej ¢ - n? krawedzi.

2. G jest zadany przez liste sasiedztwa i ma maksymalny stopien d. Mamy obiecane, ze
G albo jest pusty (nie zawiera krawedzi), albo zawiera co najmniej € - d - n krawedzi.

Dla kazdego z przypadkow podaj algorytm rozstrzygajacy, czy graf jest pusty, czy nie, po-
prawny z prawdopodobiefistwem > 2 i wykorzystujacy O(1) zapyta (t]. liczba zapytan moze
zaleze¢ od ¢ i d, ale nie od n).



Zadanie 4. Przypusémy, ze mamy graf G o n wierzchotkach i maksymalnym stopniu d.
Ustalmy € > 0.

1. Przypusémy, ze G jest e-daleki od bycia spéjnym - aby uzyska¢ z niego jakikolwiek
spojny graf G'; nalezy dodaé¢ lub usunaé co najmniej edn krawedzi. Uzasadnij, ze G
ma co najmniej edn spdéjnych sktadowych.

2. (dodatkowe, trudniejsze) Przypusémy, ze G jest e-daleki od bycia spéjnym w mocniej-
szym sensie - aby uzyska¢ z niego jakikolwiek spojny graf G’ o maksymalnym stopniu
d, nalezy doda¢ lub usungé¢ co najmniej edn krawedzi. Zauwaz, ze ta definicja jest
bardziej restrykcyjna od tej z punktu 1 - by¢ moze G mozna uspdjni¢ dodajac < edn
krawedzi, ale tak powstaly graf G’ moze mie¢ wierzchotki o stopniu wiekszym od d.
Uzasadnij, ze G ma co najmniej %5dn spojnych sktadowych.

Zadanie 5. Przypus$émy, ze wykonujemy zapytania, ktérych wynikiem moze by¢ 0 lub 1
(np. zapytania o elementy macierzy sasiedztwa grafu lub o pozycje w ciagu zerojedynko-
wym). Przypu$émy, ze mamy algorytm wykonujacy ¢ zapytan, przy czym kazde kolejne
zapytanie moze zaleze¢ od wyniku poprzednich zapytan - na przyktad, w pierwszym zapy-
taniu pytamy o istnienie krawedzi (1,2), jesli istnieje, to w drugim pytamy o krawedz (3,4),
a jesli nie istnieje, to pytamy o krawedz (5,6). Pokaz, jak skonstruowaé algorytm dajacy
taki sam wynik, uzywajacy co najwyzej 2¢ zapytan i ktorego kolejne zapytania nie zaleza od
poprzednich - to znaczy, zapytania nowego algorytmu sa z gory ustalone (mozna mysleé, ze
wykonujemy je jednoczesnie). Mozna zalozyé, ze pierwotny algorytm jest deterministyczny
(nie korzysta z losowosci).

3 Rachunek prawdopodobienstwa

Przypusémy, ze mamy algorytm A zwracajacy wartos¢ 0 lub 1, dziatajacy w czasie k i dajacy
poprawng odpowiedz z prawdopodobienstwem p > % Rozpatrzmy algorytm A’ polegajacy na
uruchomieniu A pewng liczbe N razy, zliczeniu, ktorg odpowiedz, 0 lub 1, wystepuje czesciej
w ciagu wynikow, 1 zwrdceniu tej odpowiedzi (dla uproszezenia pomijamy przypadek remisu).

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze odpowiedZ zwrdcona przez algorytm A’ bedzie po-
prawna? Poprawna odpowiedz musi wystapi¢ w ciaggu wynikow co najmniej > % razy, wiec
prawdopodobienstwo to wynosi:

p = iv: (jj)p"(l—p)]v_i

=& ]+1

Korzystajac z nietrudnego rachunku prawdopodobienstwa (chetni moga zerknaé np. tutaj:
http://en.wikipedia.org/wiki/Chernoff_bound) mozna pokazaé, ze aby otrzymaé p’ >
%, wystarczy dobra¢ N bedace pewng staty zalezng jedynie od p, natomiast niezalezng od
rozmiaru wejscia algorytmu (np. jesli p = 0.55, to wystarczy N = 10000).


http://en.wikipedia.org/wiki/Chernoff_bound

Jesli pierwotny algorytm dzialal w czasie k, nowy algorytm dziala w czasie N - k, a wiec
czas dziatania pomnozyt sie jedynie przez stala. Istotne jest, ze pierwotne prawdopodobien-
stwo p nie zalezato od rozmiaru wejscia n. Mozesz przekonac sig, ze jesli np. bytoby p = %—i— 2%
dla wejscia rozmiaru n, to powyzsza metoda nie bedzie dziatac.
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