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Uwagi wstepne:

1.

2.

to jest wersja 0.4.1. Na koincu jest changelog.

Ilekro¢ zadani moéwi zaimplementuj konieczne jest podanie kodu. Dozwolona jest implementacje w pseudo-
kodzie. Kod powinien by¢ bardzo czytelny - nawet jesli implementacja bedzie w jakims istniejacym jezyku,
to prawdopodobnie nie bede jej uruchamial - jej poprawno$é powinna byé oczywista przy czytaniu.

Polecenie opisz algorytm nie wymaga podawania kodu. Jesli uwazasz, ze fragment kodu (badz cata
implementacja) pomoze Ci uczyni¢ Twoj opis lepszym to mozesz go umiesci¢. Jednak opis stowny jest
calkowicie wystarczajacy.

. Zrozumiem kod napisany w kazdym z jezykéow C/C-+-+/Java/Pascal/Python/JavaScript, jesli jednak

chciatbys$ pisa¢ w czym$ bardziej egzotycznym to prositbym wczesniej o spytanie sie. Jesli chcesz od-
da¢ kod w Haskellu to znaczy, ze te warsztaty raczej nie sg dla Ciebie.

Nie trzeba zrobié¢ wszystkich zadan by dosta¢ sie na warsztaty. Wydaje mi sie ze przedstawione ponizej
zadnia sg ciekawe (czyli w szczegolnodci nietatwe), ale 1 rozwiazywalne - gdyby$ jednak uwazal ze zadania
sa beznadziejnie trudne (np. w poréwnaniu do innych serii zadan kwalifikacyjnych) to prositbym o sygnal.

Gdyby cokolwiek bylo niejasnego to nie dociekajcie sami o co chodzi, nie googlujcie, tylko od razu piszcie
maila (doktadnie odwrotnie niz na StackOverflow). Adres: grzegorz.fabianski+www12@gmail.com

Zad 1. Bez petelek.

Zaimplementuj, w dowolnym jezyku programowania (wliczajac w to pseudokod) ponizsze funkcje. Nie wolno
ci jednak uzywaé jakiejkolwiek odmiany petli (mozesz jednak uzywaé funkeji rekurencyjnych).

1.
2.

napisz funkcje sprawdzajaca pierwszosé w czasie O(y/n).

napisz funkcje liczaca a’ mod p przy pomocy szybkiego potegowania (czas dziatania proporcjonalny do
logarytmu z b).

. rozwiaz powyzsze tak, by kazdy RETURN zawieralo tylko wywotanie jednej funkcji (by¢ moze rekurencyjne).

Dopuszczamy napis: A=X*X; RETURN F(A, X), ale nie RETURN 2*F(X).

Jesli to wymaganie wydaje Ci sie sztuczne, to mozesz si¢ zastanowi¢ jak wywola stos wyglada rekuren-
cyjnych w kazdym z tych przypadkow (i jakie optymalizacji moze zrobié¢ kompilator) - cho¢ to pytanie
jest poza kwalifikacja (bo sprawdza znajomosé niskopoziomowego dziatania komputera, a to jest poza
bezpodrednim tematem warsztatow).

Przed kazda funkcja rekurencyjna powinien by¢ komentarz opisujacy co ona finalnie liczy.

Zad 2. Truistyczne tozsamosci

Udowodnij ze jest bijekcja pomiedzy ponizszymi zbiorami (zbiory A, B, C sa parami rozlaczne, E, F' nieko-
niecznie):

1.
2.

3.

(Ax B) — C oraz A — (B — C)). W pogadance nizej jest wskazowka.
(AUB) = Coraz (A— C) x (B—C).
A— (ENF)oraz (A= E)N(A— F).



W powyzszym zadaniu strzaltka oznacza zbior funkcji miedzy zbiorami. Krzyzyk oznacza iloczyn zbiorow, czyli
zbibr par.
Wszystkie powyzsze napisy sa w sensie teorii mnogosci.
Czes¢ druga tego zadania polega na pokazaniu, ze bijekcja dla punktu pierwszego jest naturalna. Juz
ttumacze o co chodzi.
Wezmy dwie rodziny zbiorow A, B,C oraz A’, B’,C".
Mamy dwie bijekcje:
p:((AxB)—=C)— (A— (B—()))
p (A xB)=C)— (A= (B =)
Zalozmy ze mamy bijekcja miedzy zbiorami z primami i bez priméw (uwaga na kolejnosé¢ primow!):
a: A — A
b:B = B
c:C =’

Jest oczywista konstrukcja bijekcji miedzy A’ x B’ i A x B (bierzemy funkcje a na pierwszej wspotrzednej i b
nar drugiej). Jest tez analogiczna konstrukcja bijekcji miedzy A — C oraz A" — C’. Mianowicie trzeba wziaé
f€eA— Cizwrdcic co foa. Zwro¢ uwage na to ze potrzebowaliSmy by funkcje a i ¢ szty w odwrotnym
kierunku (matematycy mowia ze strzatka jest kontra-wariantna ze wzgledu na argument i zgodnie-wariantna ze
wzgledu przeciwdziedzine).

Stosujac te konstrukecje wielokrotnie mozemy dostaé bijekcje miedzy: (A x B) — C oraz (A’ x B') — C'.
Oznaczmy ja k.

Mozemy tez dostaé bijekcje miedzy A — (B — C)) oraz A’ — (B’ — C”)). Oznaczmy ja l.

W naturalnosci chodzi o to by pokazaé ze: p’ ok =l op. Wskazowka jest taka, ze trzeba uwierzy¢, ze jedyna
trudnos$¢ w tym zadaniu jest mentalna - przebicie sie przez wysoki poziom abstrakc;ji.

Pogadanka o funkcjach

W (chyba) kazdym jezyku programowania mozna zdefiniowaé¢ funkcje. Ja bede uzywal notacji:

nazwaFunkeji (argument] : jegoTyp) (argument? : jegoTyp) : typWyniku.

Jakiego typu jest funkcja pobierajaca cos typu A i zwracajaca co$ typu B? Z pewnoscia nie jest to ani typ
A ani typ B. Typ takiej funkcji bede oznaczal przez A — B.

Zastanéwmy sie jednak jak typowaé¢ funkcje dwuargumentows. Wydaje sie, ze potrzeba jakas bogatszej
notacji. Jednak my ominiemy problem nastepujaco: tak naprawde funkcji dwuargumentowych typu Ax B — C'
nie ma. Sg tylko funkcje, ktore pobieraja jeden argument i zwracajg funkcje typu (B — C), tj. funkcje ktora
pobierze drugi argument i zwroci calosciowy wynik (por. podpunkt 1 w zad 2).

Zad 3. Dziwne wektory

Dana jest biblioteka implementujaca wektory. Udostepnia ona dwa interfejsy - jeden stuzacy do tworzenia i
czytania obiektow, a drugi do ich modyfikowania (i tworzenia podstawowych obiektow). Ty jednak dysponujesz
tylko tym drugim. Masz do dyspozycji jakis tajemniczy typ wektor(n) i jedyne co mozesz z nim robi¢, to uzywaé
dwoch funkcji, ktére na nim operuja:

1. opakuj (a : A) (n : int) : wektor(A) zwraca wektor dtugosci n przechowujacy rzeczy typu A (czyli obiekt
typu wektor(A) ), ktory na wszystkich wspohrzednych ma wartosé a.

2. zastosuj (f : wektor(A->B)) (w : wektor(A)) : wektor(B) Ta funkcja jest chytra. Pobiera ona dwa
wektory tej samej dtugodci. Pierwszy z nich zawiera funkcje typu A — B (pobierajaca A i zwracajaca B),
drugi z nich zawiera obiekty typu A. Wynikiem zastosuj jest wektor, na ktorego i-tej pozycji jest wynik
zastosowania i-tej funkcji z f do 7 tej pozycji w.

Zaimplementuj nastepujace funkcje na wektorach:
1. dodawanie dwoch wektoréw po wspotrzednych. Wsk. Uzyj zastosuj dla typu B = (C — D).

2. funkcje, ktora dostawszy wektory w!, w?, - - - w” (dostaje je np. w tablicy, liscie, czy inne zwyklej strukturze
danych) ma zwroci¢ wektor tv, zawierajacy Srednia kwadratowa liczona po wspoéltrzednych. Mowi¢ wprost
ma zachodzi¢ (zwroé uwage ze wszystkie indeksy dolne sa takie same):

b o (w))?

n

v =



3. Czy umiesz zrobi¢ powyzszy podpunkt, zakladajac globalnie ustalone k = 7, tak by wywola¢ tylko k razy
funkcje zastosuj? A jesli k nie jest ustalone? Jaka funkcjonalno$é powinien mieé¢ system typow by to sie
udato?

W tym zadaniu polecam pisaé¢ kod w pseudokodzie - nie jest moim celem sprawdzenie, czy umiesz uzywaé
wskaznikow na funkcje i innych zaawansowanych funkcjonalnosci w Twoim ulubionym jezyku (by¢ moze w ogdle
ich w nim nie ma, np. Pascal). Warto jednak zamiesci¢ krotka dyskusje, jakich funkcjonalnosci uzywasz w
pseudokodzie i jaka jest ich skladnia. Jesli jednak wskazniki na funkcje i lambda abstrakcje (Java 8, C+-+11)
nie sa Ci obce, to proba implementacji powyzszego zadania moze by¢ pouczajacym ¢wiczeniem (nieocenianym
w tej kwalifikacji).

Zad 4. Logika i inne przypadlosci

Na poczatku znowu bedzie troche matematyki. Udowodnij nastepujace tozsamosci (¢, 1, @ - dowolne zdanie
logiczne):

1. ¢ = (¢ = «) jest rownowazne (¢ A 1)) — a. Dalej zakladam ze implikacja wiaze w lewo (czyli moge w
pierwszej czesci pomingé nawiasy).

2. Vo (¥ = @) = (¢ = @) = « jest rownowazne ¢ V ¢

3. Powyzsza formuta wyrazita alternatywe tylko przy pomocy implikacji i uniwersalnej kwantyfikacji. Podaj
analogiczny sposob wyrazenia koniunkcji tylko przy pomocy implikacji i uniwersalnej kwantyfikacji.

4. Tutaj przyjmuje ze w b wystepuje x jako wolna zmienna.

Vo (Vo0 (z) = ) — «a jest rownowazne 3,4 (x)

Pogadanka o polimorfizmie

Wyobraz sobie funkcje, ktora bierze x i zwraca = (matematycy nazywaja taka funkcje identycznoscia). Jaki
typ przypisa¢ takiej funkcji? Moze to byé rownie dobrze Int — Int, jak i Double — Double, jak i cokolwiek
innego. Typ polimorficzny to typ uzywajacy kwantyfikatora ogolnego: V,a — «. Taki typ az sam sie prosi by
przypisa¢ go identycznosci. Znaczenie kwantyfikatora ogélnego opisuja dwie zasady:

e Regula wprowadzania. Aby moc powiedzie¢ ze funkcja ma typ V.¢(x) (¢ to typ w ktorym moze wyste-
powad literka ), musi zachodzi¢ ze dla dowolnego typu 3 funkcja ma typ ¢[xz = 5] (podstawienie pod x

typu ).

e Regula uzycie. Aby uzy¢ funkeji polimorficznej (zdja¢ kwantyfikator) nalezy podac jej typ, ktérym ma sie
ona ukonkretni¢. Czyli polimorficzna identycznosé pobiera dwa argumenty: najpierw bierze jakis typ, a
potem jakis element tego typu.

Przyktad widzieliSmy powyzej: funkcja identyczno$é ma zarazem typ Int — Int, jak i String — String, jak i
kazdy analogiczny. Mozemy wiec powiedzie¢, ze ma typ Voo — a. W tym przykladzie ¢ := a — a.

Zad 5. Polimorfizm

W matematyce jest operacja roztacznej sumy zbioréw oznaczanej A @ B. Dziala ona tak, ze bierze dwa
zbiory A i B i zwraca zbior, ktory sklada sie z roztacznych kopii A i B. Istnieje naturalna operacja wlozenia -
wlozenie lewe : WEOZLEWO : A— > A @ B i analogiczne prawe.

Analogiczna operacja ma sens w jezykach programowania: mozna chcieé np. mieé¢ obiekt typu Int vee String
- czyli co$ co jest albo liczba, albo napisem. Taka alternatywa na typach zachowuje sie dokladnie jak suma
roztacza - sg naturalne wlozenia. Analogia dotyczy sumy rozlacznej, a nie zwyklej - bowiem w typ Int V Int
mozna wlozy¢ liczbe 5 na dwa sposoby (na lewo i na prawo) i wyjda rézne rzeczy.

W tym zadaniu przypusémy, ze mamy dwie funkcje - jedna umie wypisaé Int, a druga String. Obie te funkcje
zwracaja void/unit lub co§ podobnego.

Nasz jezyk nie dysponuje alternatywa na typach bezposrednio - my jednak bedziemy chytrzy i zdefiniujemy
sobie notacje (por zadanie 4.2):

PV :=Vo(h 5 a) = (0= a) =«

1. Opisac jak dziala funkcja wkladania w tak rozumiana alternatywe - tj funkcja WLOZLEWO ktora bierze
cos typu ¢ i zwraca co$ typu ¢ V 1. WLOZLEWO powinno byé¢ typu Ve ¢ — ¢ V 1.



2. Opisaé jak dziata funkcja, ktéra bierze cos typu Int V String i wypisuje to co dostata na ekran.

3. Czym rozni sie typ Vo (o — ) — Int od typu (Voo — «) — Int? Wskazowka - sprobuj wymyslié funkcje
kazdego z tych typow. Warto nawiagzaé¢ do zad 4.4.

Zad 6. Magiczne wrozki kontratakuja

W tym zadaniu bedziemy wczytywac i przekazywaé grafy. Przyjmujemy, ze graf nie jest dany w formie
tekstowe na wejsciu, lecz jako funkcja, ktéra méwi czy miedzy dwoma wierzchotkami jest krawedz czy nie. A
tak naprawde to jako pare - liczba wierzcholtkow w grafie i powyzsza funkcje (na liczbach naturalnych).

Mamy do dyspozycji magiczng wrozke, ktora dostawszy graf (jako funkcje) umie odpowiedzieé¢ czy ten graf
jest pelnym drzewem binarnym (doprecyzowanie: skierowane od ojcow do syndéw i bez wyrdznionej kolejnosci
dzieci). Wrozka robi to bardzo szybko - w czasie stalym, niezaleznie od wielkosci grafu.

Nas jednak nie interesuje czy graf, ktory dostalismy od krola (jako funkcje dziatajaca w czasie stalym) jest
pelnym drzewem binarnym - krél zawsze daje poddanym pelne drzewa binarne, a krélewskiego stowo mozemy
by¢ pewni. Interesuje nas jednak, czy konkretne dwa wierzchotki w tym grafie sa na tej samej wysokosci czy
nie. Otrzymany graf jest niebotycznie wielki, wiec aby poznaé¢ odpowiedz na frapujace nas pytanie chcemy
skorzystaé jako$ ze zdolnosci magicznej wrozki.

Jak to zrobi¢ by dziata¢ w czasie staltym?

Wzmocnienie tezy bedace jednocze$nie podpowiedzia: mozna zadaé¢ wrozce tylko jedno pytanie, i to o funkc;ji,
ktora dziata w czasie stalym.

Changelog

e 0.4.1 - poprawiono typy w zad 3 (zamieniono B na A).

e wczesniej - dodano podpunkt do zad 1, rozwinieto opis polimorfizmu, poprawiono literowki.



