Zadania kwalifikacyjne

Teoria obliczeniowa rdwnan diofantycznych

Nalezy sprobowac zrobic jak najwigcej z ponizszych zadan.
Oznaczenia:
Z - zbiér liczb catkowitych

N - zbi6r liczb naturalnych

1 Zadanie

Niech D(X1, ..., X;) = 0 (1) bedzie pewnym réwnaniem diofantycznym. Szukamy jego rozwiazan w
liczbach catkowitych X7, .., X;,.

Rozwazmy teraz réwnanie D(x1 — Y1, ..., T — Ym) (2).

Widaé, ze dowolne rozwiazanie rownania (2) w liczbach naturalnych 1, ..., y, Y1, .., Ym generuje roz-

wiazanie rownania (1) w liczbach catkowitych X7, ..., X;,:

Xi=z1—u
Xo =22 — 1Yo

Xm =Tm — Um
Z drugiej strony, dla kazdego rozwigzania réwnania (1) X1, ..., X, € Z mozna znaleZ¢ takie x1, ..., Ty, Y1, --, Ym €
N spetniajace powyzszy uktad réwnan i bedace przez to rozwiazaniami (2).
Postgpowanie w ten sposéb w celu stwierdzenia czy réwnanie (1) ma rozwigzania w liczbach catkowitych
dwukrotnie zwigksza liczbg niewiadomych.
Pokazaé, ze mozna stwierdzi¢, czy rownanie (1) ma rozwiazania catkowite, redukujac ten problem do

znajdowania rozwiazaf naturalnych pewnego réwnania diofantycznego o m niewiadomych.

2 Zadanie

Pokazaé, ze nastgpujace zbiory sa diofantyczne:
a) zbiér wszystkich liczb ztozonych
b) zbiér wszystkich liczb, ktére nie sa potggami dwojki

¢) zbidér wszystkich liczb, ktére nie sa kwadratami liczb catkowitych



3 Zadanie

Pokazaé, ze relacja a nie jest potegq b jest diofantyczna.

4 Zadanie

Pokazaé, ze dopetnienie zbioru diofantycznego okreslonego réwnaniem z jedna niewiadoma jest diofan-

tyczne.

5 Zadanie

Udowodnié, ze

\/1+\/§'(2+\/§)”—\/1— %(2—\/5)"

jest catkowite dla kazdego n € N.

6 Zadanie

Pokazaé, ze dla kazdego zbioru diofantycznego M liczb naturalnych istnieja wielomiany P, () o catko-
witych wspoétczynnikach takie, ze zbidr M stanowi doktadnie zbiér wszystkich catkowitych wartoSci

przyjmowanych przez wyrazenie:
P(x[), veuy xm)

Q(.%'(), ceuy .%'m)

dla naturalnych warto$ci zmiennych.

7 Zadanie

Udowodnié, ze rownanie

a?+ >+ =3abc—3

ma nieskonczenie wiele rozwiazan catkowitych.

8 Zadanie

Niech n > 2 bedzie taka liczba catkowita, ze rdwnanie
m% + :c% + ...+ 3:721 = T1T3...Tn

ma co najmniej jedno rozwigzanie w dodatnich liczbach catkowitych. Udowodnié, ze rdwnanie to ma

nieskoiczenie wiele rozwiazain w dodatnich liczbach catkowitych.



9 Zadanie

Znalez¢ wszystkie liczby n € N takie, ze istnieje ciag liczb naturalnych ay, ..., a,, spetniajacy:

a%—i—l

—& -1
ap_1+1

g1 =

dla kazdego k spetniajacego 2 < k <n — 1.

10 Zadanie

k € N. Pokaza¢, ze jedli istnieje ciag ag, ai, ... liczb catkowitych spetniajacych warunek:

ap—1+ nk
n

Ap —

dla kazdego n > 1, to k — 2 jest podzielne przez 3.
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