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Termin oddawania zadan mija wtedy, kiedy jest napisane na stronie ze mija. W razie niezrozumienia
notacji polecam najpierw sprawdzi¢ notke na koncu tego dokumentu, w ktdrej pewne rzeczy sq wy-
jasnione. Jezeli wyjadnienie jest niewystarczajace, zachecam do kontaktu. W zadaniach z fizyki nalezy
kilka rzeczy samemu zalozyé. Niektére zadania majg z tego wzgledu pewnag doze dowolnosci, ale nie
nalezy sie jej baé, tylko kreatywnie wykorzystad.

PROBLEM 1. POCHODNE CZASTKOWE

w jest funkcja zmiennych x,y oraz z. Pokaz:
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PRrROBLEM 2. WINCY] CZASTKOWYCH

A oraz B sa funkcjami zmiennych x i y, a poza tym A/B = C. Udowodnij
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PROBLEM 3. CARECZKI
(a) Znang catkq oznaczong jest [ e *"dx = \/7t. Znajac ten wynik, oblicz [, Vxe ™ dx

(b) Oblicz nastepujgce catki krzywoliniowe

i) fL y2dx + x*dy, gdzie L to gérna polowa elipsy x = acosf, y = bsin@ zgodnie z ruchem
wskazéwek zegara
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miedzy punktami (1,1) a (25, %)

ii) fL xy?dx + xydy, gdzie L to czesé krzywej x = y 5

PrOBLEM 4. KuLa

W pewnym momencie bedziemy potrzebowali policzy¢ objetosé n-wymiarowej kuli, czyli zbioru punk-
tow odleglych o mniej niz warto$¢ promienia R od pewnego ustalonego punktu. Mowa tu o pewnym
uogdlnieniu objetosci, ktére mozna rozumieé jako proporcjonalng do liczby réwnoodlegtych punktéw
znajdujacych sie wewnatrz kuli. Dla n = 2 jest to wiec powierzchnia kota, dla n = 3 - objeto$é zwyczaj-
nej kuli. Wydawatoby sie, ze policzenie takiej uogdlnionej objetosci jest trudne. Jest jednak jeden trik,
ktéry moze nam w tym pomoc. Po pierwsze, latwo przekonaé sie (na przyktad wypisujac i przygladajac
sie n-wymiarowej cakce), ze objeto$é n-wymiarowej kuli o promieniu R to V,(R) = V,R", gdzie V, to
pewna stala, a konkretnie objetosé kuli o promieniu 1. Znamy kilka poczatkowych wyrazéw ciagu V,,
konkretnie V; =2, Vo = 71, V3 = %ﬂ. (Uwaga - pierwsze V, oznacza funkcje jednej zmiennej - promienia,
czyli objeto$é n-kuli o promieniu R. Tak wiec V,, = V,(1).)

Na poczatek wezmy teraz zwykla kule i wytnijmy z niej ptaszczyzne przechodzacq przez $rodek. Jest to
koto. Ustalmy na powierzchni tego kota wspélrzedne biegunowe (r, 6). Teraz wezmy dowolny kawalek
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powierzchni tego kota o wspétrzednych (r, 6). Aby policzyé objetos$é kuli, nalezy wzigé¢ wysokosé stupa
rozciggajacego sie od gérnej do dolnej powierzchni kuli, przechodzacego przez nasz punkt, pomno-
zy¢ ja przez powierzchnie naszego kawatka i scatkowad. Wysokosé stupa wynosi 2V R? — r?, gdzie R
to promien kuli. Czynnik 2 to jednak objetos$¢ kuli jednowymiarowej, czyli po prostu dtugos$é odcinka
rozciggajacego sie z punktu —1 do punktu 1.

Bardzo podobnie mozemy postapi¢ w przypadku n-wymiarowym. Wezmy zwykla, dwuwymiarowa plasz-
czyzne przechodzgcq przez $rodek naszej kuli i ustalmy na niej wspotrzedne biegunowe (r, ). Kazdy
punkt to $rodek kuli (n —2)-wymiarowej, o promieniu v’ R? — r2. Aby policzyé uogdlniong objetosé n-kuli,
bierzemy objetosé (n — 2)-kuli o $rodku w jakims$ punkcie i mnozymy ja przez element powierzchni w
okolicy tego punktu a nastepnie catkujemy. Wobec tego objetos$é n-kuli o promieniu R mozna wyrazié
poprzez:

R 27
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Korzystajac z wyniku powyzej uzyskaj wzor rekurencyjny ciggu (V,) i wypisz jego wyrazy do n = 6.

PROBLEM 5. PERPETUUM MOBILE

Zasugerowano nastepujacq konstrukcje perpetuum mobile. Na dnie wysokiego, pionowego walca znaj-
duje sie woda, ktéra wycieka z niego przez otwér i napedza turbine. Energia uzyskana dzieki pracy
turbiny przeksztalcana jest w ciepto, ktére podgrzewa wode. Walec moze byé dowolnie wysoki, a wody
dowolnie duzo, poniewaz zas predkos¢ wyciekania zalezy od wysokoéci stupa wody, mozliwe jest umiesz-
czenie w walcu tyle wody, ze wystarczy energii na podgrzanie wody i jeszcze troche zostanie. Catosé
zamknieta jest w wiekszym walcu, na gérnej powierzchni ktérego woda skrapla sie i powraca do we-
wnetrznego walca réwnie szybko, jak z niego wyplywa. W ten sposdb uzyskujemy nieskonczong energie.
Gdzie tu jest blad?

PROBLEM 6. (GAZ DOSKONALY

W pionowo ustawionym cylindrze zamknietym ttokiem znajduje sie w stanie réwnowagi n moli jed-
noatomowego gazu doskonatego o temperaturze Tj. Uklad jest izolowany cieplnie od otoczenia. Gaz
4cidnieto za pomoca ttoka, wykonujgc nad gazem prace W. Nastepnie tlok puszczono i zatrzymal sie on
w nowym potozeniu réwnowagi. Jaka jest temperatura konicowa gazu? Cidnienie zewnetrzne jest state.

PROBLEM 7. GAZ FOTONOWY I CYKL CARNOTA

Na warsztatach zajmiemy sie miedzy innymi gazem fotonowym. Jest to system ztozony z promieniowa-

nia elektromagnetycznego zamknietego w pustym wgtebieniu o dowolnej objetosci V. Mozna pokazad, i

zrobimy to na warsztatach, nastepujace relacje: Energia wewnetrzna gazu fotonowego U = bV T?, réw-

nanie stanu gazu fotonowego p = bT* oraz prawo odwracalnej przemiany adiabatycznej pV% = const.

Stata b jest znana.

Dysponujac tymi informacjami pokaz, ze efektywnosé cTyklu Carnota, gdzie substancjg robocza jest wia-
1

$nie gaz fotonowy, wynosi tyle ile trzeba, czylin =1 — T

PrROBLEM 8. WIELORYB W KOSMOSIE

Powtarzajacym sie motywem w niektérych utworach science fiction sa pltywajace przez kosmos wielo-
ryby. Pewien pletwal blekitny unosi sie¢ nad powierzchnia gwiazdy bardzo podobnej do naszego Storica,
w odlegtosci 2R od jej $rodka, gdzie R to promien gwiazdy. Jego predkos$é¢ wzgledem gwiazdy wynosi
0. Zakladajac, ze unosi sie dzieki cisnieniu promieniowania wywieranego na niego przez Stonce, oblicz
temperature Slonica. Nastepnie oszacuj rownowagowa temperature powierzchni wieloryba. Czy wielo-
ryb ma szanse przetrwad? Zatdz, ze zardwno Storice jak i wieloryb to ciala doskonale czarne.

Uwact KoNcowEe W termodynamice liczac pochodne czastkowe zaznaczamy, ktére zmienne sq chwi-

lowo ustalone. Na przyktad (%)p v oznacza pochodng energii wewnetrznej U po temperaturze, przy

ustalonych ci$nieniu i objetosci. Jezeli ktéregos zabraknie, na przyktad napiszemy (%)p, nalezy zatozy¢,
ze jest to zmienna, i wyrazi¢ ja jako funkcje zmiennej, po ktérej liczona jest pochodna, albo poshuzyé
sie regula laricuchowa.



