Zadania kwalifikacyjne na warsztaty z liczb zespolonych
w geometrii

W razie znalezienia btedéow w tresci zadan prosze o kontakt.
Przekonac sie (i przekonaé mnie o akcie przekonania sie), ze:

0.0 Kazda izometria ptaszczyzny ma posta¢ x — ax + b lub x — ax + b,
gdzie |a| = 1.

0.1 Punkty 0, x, y sa wspotliniowe wtw gdy % e R, czyli 2y = 7y.

0.2 Proste przechodzace przez 0, z oraz 0,y sg prostopadte wtw gdy % €
1R, czyli 2y + 7y = 0.

0.3 Standardowy iloczyn skalarny na R? spelnia (z,y) = ReTy = Rexy.

0.4 Zachodzi wzér skréconego mnozenia |z + y|”> = |z|? + |y|2 + 2ReTy.

0.5 Obrazem inwersyjnym z wzgledem okregu jednostkowego jest 1.

0.6 Punkt x lezy na biegunowej punktu y wzgledem okregu jednostkowego
wtw gdy Rezy = 1.

Udowodni¢ nastepujace fakty.

1.1 Punkty p, q, r sa wspotliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy pq+qr+7p =
pq +qr + .

1.2 Trojkat o wierzchotkach a, b, ¢ jest rownoboczny wtedy i tylko wtedy,
gdy a? + b? + c? = ab + bc + ca.

1.3 Jedli |a| = |b| = 1, to rzutem c¢ na prosta przechodzaca przez a, b jest
1 (a+b+c— abe).

1.4 Jedli |a| = |b| = |¢| = |d| = 1, to punktem przeciecia prostych prze-
chodzacych przez a,b i c, d jest W.

1.5 Punkty 0, a, b, c leza na jednym okrggu lub sa wspotliniowe wtedy i
tylko wtedy, gdy

a a la|’
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1.6 Proste przechodzace przez pary punktow i, Ts, y1, Yo, 21, 22 Przeci-
naja sie w jednym punkcie lub sg réwnolegte wtedy i tylko wtedy, gdy
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Rowizaza¢ nastepujace zadania. Mozna powoltywaé sie¢ bez dowodu na
fakty 1.1-1.6.

2.1 Na bokach dowolnego trojkata zbudowano na zewnatrz trojkaty row-
noboczne. Udowodni¢, ze ich srodki ciezkosci tworza trojkat réwnoboczny.

2.2 Dany jest taki szesciokat wypukty ABCDEF, ze AC = DF, CE =
BF, oraz FA = BD. Wykaza¢, ze odcinki taczace srodki przeciwlegltych
bokéw tego szesciokata przecinaja sie¢ w jednym punkcie.

2.3 Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Punkty P,Q, R to rzuty
punktu D na proste odpowiednio BC, CA, AB. Wykaza¢, ze PQ) = QR wte-
dy i tylko wtedy, gdy duwsieczne katéw ABC i ADC' przecinaja sie na prostej
AC.

2.4 Nieprostokatny trojkat ABC' jest wpisany w okrag o o srodku O.
Punkt H jest jego ortocentrum, punkty M, N sa odpowiednio $rodkami od-
cinkow BH i CH. Czworokat HOM N mozna wpisa¢ w okrag. Odcinek BB’
jest $rednicg okregu o. Udowodnié, ze 2B'N = AC.

2.5 Dany jest okrag o $rodku O i parami rézne punkty A, B, C' # O takie,
ze zadne dwa nie sg wspotiniowe z O. Punkt A’ jest przecieciem biegunowej
punktu B i biegunowej punktu C wzgledem tego okregu. Analogicznie okre-
slamy B’, C'. Udowodnié¢, ze proste AA’", BB', CC" przecinaja sie w jednym
punkcie lub sg réwnolegte.

2.6 Wewnatrz trojkata ABC' obrano punkt M. Udowodnié, ze wowczas
zachodzi nier6wnos¢
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