Symetrie - zadania kwalifikacyjne
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1 Wysylanie zadan

Zadania mozna wysyltaé na maila: marcin.oczk@gmail.com temat: WWW15[Imie
i nazwisko]. Wysylanie plikow w formacie PDF (najlepiej tex) utatwi mi prace

i przyspieszy sprawdzanie :) . Zachecam do wysylania nawet czesciowych

rozwiazan jezeli ma sie problem z danym zadaniem lub sa jakiekolwiek niejed-

noznacznoSci w tresci. Nie trzeba rozwigzywaé wszystkich zadan ale polecam

zrobié¢ chociaz po kilka z kazdej sekcji.

2 Wstep

Grupa nazywany zbior z dzialaniem dwuargumentowym (G,-). Posiadajacym
wlasnosci:
(skrotowo zapisujemy a - b = ab)
1. Lacznosé: Vg p.ceq : albe) = (ab)e
Z wtasnodci tej wynika ze zapisujac dzialania mozemy pomijaé¢ nawiasy.
2. Wewnetrzno$é: V, peq :ab € G

Oznacza to mniej wiecej tyle, ze dziatanie nie "wyrzuci" nas poza grupe.
3. Element neutralny: JdecaVocq : ae =a

4. Element odwrotny: V,cadpeg : ab=c¢
Element odwrotny do elementu a zwykle zapisujemy a
5. O grupie dla ktorej ¥, peq : ab = ba powiemy, ze jest abelowa.

W ten spos6b mozemy wykonywaé operacje na rowaniach jak np.

aba™t = aca™'|-a

aba"'a = aca"'a

abe = ace



ab=acla™*
-1 -

a ab=a""ac
eb = ec

b=c

3 Przyklady grup

Czy podane obiekty to grupy? Odpowiedz uzasadnij.
1. {2k : k€ Z},+) 1pkt
2. {1,2,3,...,9} z operacja mnozenie modulo 10 1pkt
3. {1,2,3,...,10} z operacja mnozenie modulo 11 1pkt
4. ({28 : k € Z}, ) 1pkt
5. ({a-2¥la € N,k € Z}, ) 1pkt

4 'Troche geometrii
Rozwazmy symetrie trojkata:

identity rotations reflections
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Kazda z nich jest pewnym dzialaniem na tréjkacie (nie robienie niczego
czyli identyczno$é tez jest tu dzialaniem) .Tu elementami grupy sa te operacje,
a dziataniem jest wykonywanie operacji jedna po druiej (zwykle nazywamy to
"sktadaniem"). Na przyktad wykonanie dwa razy operacji o numerze 2 (rotacji)
da nam w efekcie sytuacje jak w operacji o numerze 3. Odpowiedz na ponizsze
pytania (oczywiscie z uzasadnieniem):

1. Czy powyzsze operacje wraz ze sktadaniem tworzg grupe? 1pkt
2. Czy kolejnosé¢ wykonywania operacji ma znaczenie? 1 pkt

3. Czy istnieja dodatkowe symetrie, ktére nie zostaly wymienione powyzej?
2pkt

4. Czy w skoncznonych grupach dla kazdego elementu a € G istnieje takie
n €N, ze a™ = e? 3pkt
Dla skroceni i isuj jako a™
(Dla skrocenia zapisu gaa...q zapisujemy jako a™)

n



5. Wykonaj punkty 11 2 i wypisz wszystkie symetrie dla kwadratu 6pkt
6. Podaj przyktad figury ktora:

(a) ma 12 symetrii (wliczajac identycznosé) 4pkt

(b) ma przemienne symetrie 2pkt

5 Podgrupy i homomorfizmy
Homomorfizm grup to funkcja f : (G,*) — (H,-). spelniajaca nastepujacy
warunek : f(a*b) = f(a)- f(b).

Wezmy na przyklad f : (Q*,-) — ({—1,1},-), ktore liczbie wymiernej przy-
porzadkowuje jej znak.

Dowdd tego ze jest to homomorfizm mozna zaczaé¢ od zauwazenia, ze mnoze-
nie dwoch liczb zwraca liczbe dodatnia <= obie sa dodatnie lub obie sg
ujemne. Zas ujemna <= obie sa réznych znakow.

Teraz wystarczy rozwazy¢ 4 przypadki ((+,+), (—, —), (+, =), (=, +)) i pokazac
ze dla kazdego z nich zachodzi warunek homomorfizmu.

Tutaj na przyktad sprawdzamy waruenk dla (—, —)

flujemna - ujemna) = f(dodatnia) = 1

f(ujemna - ujemna) = f(ujemna) - f(ujemna) =—-1--1=1
Analogicznie sprawdzamy warunek dla pozostalych trzech przypadkow.
H nazywamy podgrupa grupy G jezeli:
1. H jest grupa
2. elementy grupy H naleza do grupy G

3. grupa H ma to samo dzialanie co G (dzialanie nie wyrzuca nas poza
podgrupe)

Przyktadem podgrupy moga by¢ liczby parzyste zawarte w liczbach catkow-
itych (z dodawaniem)

Odpowiedz na pytania (z uzasadnieniem):

1. Czy f: (Z,+) = (2Z,+),f(z) = 2z jest homomorfizmem? 2pkt
(2Z to liczby calkowite parzyste)

2. Czy f(Z,+) = (2Z,+),f(x) = —2z jest homomorfizmem? 2pkt

3. Czy funkcja f, ktory przyjmuje symetrie trojkata z dziataniem skladania
i zwraca: 1 dla rotacji i identycznosci (operacje 1,2,3) oraz -1 dla odbié
(operacje 4,5,6) z dzialaniem mnozenia, jest homomorfizmem? 2 pkt



. Wskaz wszystkie podgrupy symetrii tréjkata 3pkt
. Wskaz wszystkie podgrupy grupy ({0,1,2,3, ..., 7}, +moas) 2pkt
. Wskaz wszystkie podgrupy grupy ({1,2,3,...,6}, modr) 2Pkt

. * Czy rzad podgrupy musi zawsze dzieli¢ rzad grupy (rozwazamy grupy
skoriczone)? 4pkt

(Rzedem grupy nazywa ilos¢ jej elementow)



