Grupy, pierscienie i ciala

Mateusz Trubitowicz
mateusz.trubilowicz@gmail.com

Zadania kwalifikacyjne do moich warsztatow podzielitem na dwie kategorie: Zadania obowigzkowe i
zadania dodatkowe. Pierwsza kategoria zadan jest, jak sama nazwa wskazuje, obligatoryjna. Podczas
warsztatdw bede uznawat wiadomosci zawarte w poleceniach i opisach dodatkowych za juz przyswojone.
Zadania te beda punktowane zgodnie z liczbami zawartymi w nawiasach. Nie wszystkie zadania sg
bezposrednio potgczone z tematem warsztatow, niektdre majg za zadanie pokazac¢ przyktady, ktdrym
doktadniej bedziemy przygladac sie podczas zajec.

Polecenia drugiej kategorii, ,dodatkowe”, zawierajg pewne przestanki dotyczace tego, czym bedziemy sie
zajmowac podczas warsztatow. Zadania z tej serii nie sg bynajmniej trudniejsze a zastanowienie sie nad nimi
moze pomoc zrozumiet treS¢ warsztatow. Punktacja za kazde zadanie podana jest w nawiasach. Pierwsza
liczba w nawiasie oznacza gwarantowang liczbe punktéw za rozwigzanie zadania. Druga liczba w nawiasie
oznacza liczbe punktéw dodatkowych za dane zadanie. Ostateczna liczba punktéw za zadanie zostanie
przyznana zgodnie z nastepujaca formuta: [=g+g-d/s, gdzie I-liczba punktéw za zadanie, g-liczba
zdobytych punktéw z puli punktéw gwarantowanych, d-liczba punktéw dodatkowych za dane zadanie, s-
suma punktéw gwarantowanych zdobytych za to zadanie przez wszystkich uczestnikéw.

Rozwigzania zadan prosze przesyta¢ na podany powyzej adres mejlowy. W razie wszelkich pytan lub
watpliwosci odnosnie tresci zadan mozna pisa¢ do mnie na moje prywatne, czesciej sprawdzane konto:
mt394587 @students.mimuw.edu.pl Prositbym réwniez o napisanie wiadomosci na ten adres w przypadku
wystania zadan przed wymaganym terminem.

1. Zadania obowiazkowe

Definicja: Grupg nazywamy obiekt G= (X s *), gdzie X -zbiér, *-dziatanie dwuargumentowe zdefiniowane
na zbiorze X spetniajgce:

1.V a,b,c€ X:(axb)xc=ax*(bx*c) - te ceche nazywamy tacznoscia

2.de€ X:V ae Xaxe=e*xa=a - element e nazywamy elementem neutralnym

3.V a€ X3d be X:axb=bxa=e - element b nazywamy elementem odwrotnym do a (czesto
oznaczanym przez —a lub g~ %).

Jesli ponadto V' a,b€ X:axb=b*ato grupe G nazywamy abelowa (przemienng).

Czesto w zapisie przyjmuje sie konwencje, ze a*a*a*...*a=da" (analogicznie
e ¢ .- £
nrazy

“1x —1x -1 -1_ -
a *a *a *...*a =a"

nrazy

Przyktady grup: (Z,+),(Q,+),(R,+),(C,+),(R", - ), gdzie R* % R\{0}, + jest standardowa
operacjg dodawania, za$ - standardowg operacjg mnozenia.

Szczegdlnym przyktadem grupy jest grupa izometrii wiasnych wielokgta foremnego, nazywana grupa
diedralng i oznaczana przez D, , gdzie n - liczba wierzchotkow wielokata.
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Zad.1. (1p.) Pokazac, ze element neutralny e oraz element odwrotny do wybranego a € X sg okreslone w
sposob jednoznaczny.



Zad.2. (3p.) Uzasadni¢, ktore z ponizszych obiektow sg grupami oraz z jakich powoddw pozostate nie sa:
-(R\{—1},°), gdzie a°b=a+b+a - b

-(R,"), gdzie a®-b=la| - b

-(Z,5,®), gdzie Z,. £ {0,1,...,14} ia®b=a-b(mod 15), analogicznie V' neIN:Z £{0,1,...,n—1}
-(Zs®), gdzie a® b=a+ b(mod 15)

- (G,#) ,gdzie (G,%) jestgrupa, zas dziatanie # jest zdefiniowane: Va,bEG:a+b=bwa

Zad.3. (2p.)Wypisa¢ wszystkie z€C:z°=1AV n€Z\|0]z"#1 . Pokaza¢, ze zbiér pierwiastkéw n-
tego stopnia z jedynki dla dowolnego n&€IN wraz z dziataniem mnozenia w liczbach zespolonych jest
grupg (czesto oznaczang przez C, )

Definicja: Niech G=(X,*) -grupa. Méwimy, ze H=(Y,*) jest podgrupa G |, jesli:
- YaeH:a 'eH
- Ya,beH:a*beH

Definicja: Niech G=(X,4),H=(Y,®) -grupy. Funkcie f:G=H nazywamy homomorfizmem,
jedli Ya,beX:f(a®b)=f(a)®f(b) .Jedliponadto funkcja [ jest réznowartosciowa, nazywamy
jg zanurzeniem grupy G wgrupe H .Jesli f jest homomorfizmem oraz bijekcjg
(réznowarto$ciowa i ,na"), to nazywamy jg izomorfizmem i méwimy, zegrupy G i H s3
izomorficzne.

Zad.4. (1p.)Niech G=(X,*) zdefiniujmy f:G->G danewzorem: f(x)=x’ . Uzasadnij, ze

f jest homomorfizmem < G jest przemienna
Zad. 5. (1p.) Niech G -grupa, P(G) - zbidér wszystkich podgrup grupy G. Uzasadnij, ze relacja =
zdefiniowana na P(G) w nastepujacy sposéb: WV A, BEG: A=B AiBsqizomorficzne jest
relacjg réwnowaznosci.

Zad.6. (2p.) Ktdre z grup z zadania 2. sg izomorficzne z grupami:  C,. , (R*,:) ?

Definicja: Permutacja nazywamy dowolng bijekcje o :X-X. Niech X={a,b,c,d] oraz
o(a)=b,o(b)=a,o(c)=d,o(d)=c. Trzy podstawowe formy zapisu takiej permutacji to:

01 0 O
(g 2 2 i);(a,b)(c,d),(l) 8 8 (1) (w ostatniej macierzy zapisujemy w kolumnie, na ktdry

element przechodzi element odpowiadajgcy numerowi wiersza).

Zad.7. (3p.) Niech X={1,2,3,4,5]. oraz ©:X-X dana jest wzorem:
o(x)=20(x—1)+1=2-(x—1)(mod5)+1, zaé tT:X=>X jest okreslona nastepujaco:
(1,5)(2,3)(4) (ostatni nawias mozna pominaé, wpisatem go dla jasnoéci i wytlumaczenia, ze sie tego nie

robi). Zapisz o na wszystkie trzy wymienione powyzej sposoby oraz na jeden, wybrany przez siebie,

sposob zapisz oocT:X>X oraz 7o o XX , gdzie o oznacza ztozenie funkcji, zas o'

taka funkcje, ze oo o '=id «. Nastepnie udowodnij, ze zbidr wszystkich permutacji wraz z dziataniem

sktadania funkcji tworzy grupe (oznaczang czesto przez S lub 2

Definicja: Rzedem grupy G=(X,*) nazywamy |X| , czyliilos¢ elementéw w grupie G. Jesli
|X|<oo , to méwimy, ze grupa G jest skoriczona.



Zad. 8. (1p.) Niech G:(X , *) O #AYCSX. oraz Z jest czedcig wspding wszystkich podzbioréw X
zawierajacych Y . Udowodnij, z2 H=(Z,*) jest podgrupa G

Definicja: H z powyzszego zadania nazywamy podgrupa generowang przez Y ioznaczamy
czesto H=(Y).

Rzedem elementu a€X nazywamy |({a})]
Zad. 9. (1p.) Oblicz rzad elementu  —i w grupie C,.

Definicja: Pierscieniem nazywamy R=(X ,+,-) takie, ze:

- (R,+) jest grupa abelowa (przemienna),

- - jesttacznena R (zn. Va,beR:(a-b)-c=a-(b-c) )
- VYa,b,ceR:a-(b+c)=a-b+a-c

- Ya,b,ceR:(b+c)-a=b-a+c-a

Je$li Ya,beER:a-b=b-a toméwimy, z2 R jest przemienny

Jedli JecRVacR:e-a=a-e=e tomoéwimy,ze R jest pierécieniem z 1ioznaczamy e=1.
Przykfady:

- Z

- nZ=n-z:z2€Z|

- R

-zbidr wielomiandw o wspotczynnikach z IR

- Zli]={a+b-i:a,beZ}cC

Ze standardowymi dziataniami dodawania i mnozenia.

Zad.10. (2p.) Niech X#8 , P(X) - zbiér wszystkich podzbioréow X
Dla A,BEP(X) zdefiniujimy: A+B=(A\B)U(B\A);A%«B=ANB.
Pokaz, ze (P(X),-I-,sk) jest pierscieniem przemiennym z jedynka.

Definicja: Jesli R — pierscien przemienny z 1, t.ze (R\{O} ,-) jest grupa, to R nazywamy ciatem.
Przykfady:

- Q,R,C ze standardowymi dziataniami dodawania i mnozenia,

- Zp , gdzie p — liczba pierwsza, z dziataniami (ea,®)

Zad.11. (2p.)Podziel z resztg wielomian  x*+2 x*+x>+4x> przez x*—2x+2 nad IR oraz nad
Z. (czyli odpowiednie dziatania trzeba wykonywac zgodnie z tym, jak sg zdefiniowane w danym ciele).

Zad.12. (2p.) Policz, korzystajgc wylgcznie z kalkulatora prostego, NWW liczb 20 227 oraz 17 363.

2. Zadania dodatkowe

Zad. A. (2p. 10p.) Ania ma 71 kolezanek, ktore wszystkie majg urodziny tego samego dnia. Postanowita
zrobi¢ im dwa rézne rodzaje prezentow: bransoletki i paczki cukierkdw. Nie byle jakie zreszty. Poniewaz
miafa bardzo duzo czasu i pieniedzy, kupita koraliki w 67 kolorach i utozyfa z nich wszystkie mozliwe
tancuszki zgodne z nastepujgcymi zasadami:

-kazde dwa tancuszki sg rézne (zaktadamy, ze fancuszki sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy koraliki byty
nawlekane w tej samej kolejnosci. W szczegdlnosci odbicia symetryczne typu ,a,b” i ,b,a” sg réznymi
tancuszkami),

-wszystkie fancuszki majg po 67 koralikdw,

-dowolne dwa koraliki w jednym taincuszku sg réznego koloru.

Poza tym kupita cukierki o 112 smakach i powktadata je do tubek na wszystkie mozliwe sposoby zgodne z



nastepujacymi zasadami:

-w kazdej tubce jest 211 cukierkéw (niekoniecznie réznych),

-kazde dwie tubki sg rozne (jak powyzej, zaktadamy, ze tubki sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy cukierki
byly wrzucane w tej samej kolejnosci).

Obtadowana tymi prezentami poszta na wspdlne przyjecie urodzinowe wszystkich swoich kolezanek gdzie
wreczyta kazdej z nich doktadnie tyle samo podarunkdéw (niekoniecznie tego samego rodzaju). Wychodzac z
imprezy, miata juz mniej niz 71 prezentéw. Ile dokfadnie ich jej zostato?

Zad. B. (1p. 6p.) Ania poszta kupi¢ koraliki do sklepu, w ktérym nie przyjmujg monet jednogroszowych.
Chciata tam kupi¢ koralik kosztujgcy 1 gr. W tym celu data sprzedawcy monete pieciogroszowg i otrzymata
dwie monety dwugroszowe reszty. Z cukierkami miata wiekszy problem. Okazato sie, ze w sklepie przyjmujg
jedynie monety 403-groszowe oraz 713-groszowe i zadnych innych nominatow. Ile co najmniej kosztujacych
3 grosze cukierkow musi kupic¢ Ania, by by¢ w stanie rozliczy¢ sie ze sprzedawca tak, by nikt nie byt nikomu
winny choc grosika? (Zaktadamy, ze chce kupi¢ przynajmniej jeden cukierek).

Zad. C. (1p. 6p.) Niech G -niepusty zbidr, zaé * - tgczne dziatanie dwuargumentowe, t. ze:
Ya,beG3Ax,yeG:a*x=bAy*a=b .Czytowystarczy,by (G,*) bylo grupa? Uzasadnij swojg
odpowiedz.

Zad. D. (2p. 10p.) Wypisz (z doktadnoscig do izomorfizmu) wszystkie grupy szescioelementowe.
Zad. E. (1p. 6p.) Niech F,H - skohczone podgrupy grupy G , FH={fxh:f€eF,heH]|. Pokaz,

|[FNH|
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