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Informacje wstepne:

1.

Zadania wysylamy na adres radrowicki@gmail.com. Chcialtbym, zeby w tema-
cie wiadomosci byto w formacie "|[WWW]| <imie> <nazwisko>"

. Wszystkie zadania typu “napisz funkcje” mozna zaprogramowaé¢ w dowolnym

jezyku programowania (ale w takim, w ktorym w ogole wystepuja funkcje lub
metody...), pseudokodzie lub matematyce bez uzywania jakichkolwiek pe-
tli i tym bardziej instrukcji goto. Mozna natomiast korzystac¢ z rekurencji.

. Nie trzeba zrobi¢ wszystkich zadan, ale warto przynajmniej sprébowac¢. Moge

pozytywnie oceni¢ nawet nieudang probe.

. Nie korzystamy z chamskich gotowcow (jak jest polecenie 'napisz funkcje ktora

mnozy’ oczywiste jest, ze nie korzystamy z mnozenia ani dzielenia).

. Przy rozwiazaniach w prawdziwych jezykach programowania liczba rzeczywi-

sta moze by¢ interpretowana jako dowolny typ zmiennoprzecinkowy. Nie zwa-
zamy na precyzje floata, chyba ze tres¢ stanowi inaczej.

. Polecam niektére punkty opisa¢ matematycznie lub pseudokodem, gdyz wiele

typowych jezykéw programowania nie dopuszcza przyjmowania funkcji jako
argumentu. Jednakze nie mam nic przeciwko rozwigzaniom typu opakowanie
funkeji w klase, uzycie wskaznikow na funkcje, lambdy z Java8/C+-+11 itp.
Jesli jednak chcesz mie¢ mozliwosé fizycznego przetestowania swojej imple-
mentacji, to z powszechnie znanych jezykéw powinien nadaé sie JavaScript.

W razie jakichkolwiek watpliwosci - pisz.



Zad 1. Matematyka

Napisz funkcje ktora:

1. Przyjmie liczbe naturalng n i zwroci liczbe naturalna, ktora zaokragla w dot

Vvn. (3 pkt)

2. Przyjmie funkcje f € (R — R) i zwroci funkcje o takiej samej dziedzinie
i przeciwdziedzinie, ktorej wykres otrzymuje sie przez przesuniecie wykresu
funkeji f w lewo o 1 1 dwukrotnym splaszczeniu (powinowactwo prostokatne)
w pionie. (2 pkt)

3. Przyjmie warto$¢ rzeczywista € i zwroci funkcje, ktora przyjmuje funkcje i
zwraca funkcje, ktora jest jej ilorazem roznicowym (pochodna) przy zadanym
e. (3 pkt)

Zad 2. Teoria

Dowiedz sie, czym jest rekurencja ogonowa oraz ztozZonosé czasowa i pamieciowa
algorytmu i opisz mi swoimi stowami, na czym to polega. Zalezy mi na tym, bys
udowodnil mi, ze rozumiesz o co chodzi, wiec licze na do$¢ nieformalne wyttuma-
czenie. (po 2 pkt)

Zad 3. Wydajnosé

Wyposazony w wiedze z poprzedniego zadania, napisz funkcje (zwazajac na zadana
ztozonosé) ktora:

1. Obliczy silnie n.

e Czasowa: O(n), Pami¢ciowa stata (3 pkt)
e Czasowa: O(n), Pamieciowa O(n) (1 pkt)

2. Obliczy k-ta potege liczby n.

e Crzasowa: O(log, k), Pamieciowa stata (5 pkt)

e Crzasowa: O(log, k), Pamigciowa O(log, k) (3 pkt)
e Czasowa: O(k), Pamieciowa stata (3 pkt)

e Czasowa: O(k), Pamieciowa O(k) (1 pkt)

W kazdym podpunkcie oceniony bedzie tylko najwyzej punktowany wariant. Nalezy
zatozy¢ ze uzyty jezyk programowania wspiera rekurencje ogonows.

Zad 4. Punkty stale

Dana jest funkcja cons : A - (N — A) - N — A oraz series : (N—-N) - N - N
ktore sa zdefiniowane nastepujaco:

cons(z)(f) = An. if n = 0 then x else f(n —1)



series(s) = An. Z Si
i=0
A takze funkcja f okreslona tak:

f = cons(0) o series o cons(1)

1. Jaka jest najbardziej ogolna dziedzina i przeciwdziedzina funkcji f?7 (2 pkt)

2. Znajdz wszystkie punkty state funkcji cons(1) (lub pokaz ze takich nie ma) (3
pkt)

3. Znajdz wszystkie punkty state funkcji f (lub pokaz ze takich nie ma) (6 pkt)

Zad 5. Teoria zbiorow

Pokaz, ze zbiory A — (B — (') oraz (A x B) — C maja zawsze tyle samo elementow
(tzn. istnieje bijekcja miedzy nimi). (3 pkt)

Za rozwiazanie tego zadania przez konstrukcje bijekcji lub skorzystanie z twier-
dzenia Cantora-Bernsteina-Schrodera dodatkowo (1 pkt)

Zad 6. Lambada*

Wyobrazacie sobie matematyke bez liczb? Co by bylo gdybym w tym momencie
powiedzial Wam ze liczby nie istnieja? Bardziej obeznany matematyk juz siega do
kieszeni i wyciagnawszy z niej teorie zbiorow i ZFC zaczyna lepié¢ sobie arytmetyke
Peana, lecz ja w tym momencie méwie — zbiory tez Wam zabieram. Matematyka
bez ZF(C)? Czy moge by¢ bardziej pazerny? Moge. Bowiem zabieram wam réwniez
to, co dla wielu z was jest zapewne najcenniejsze — logike.

No ale co dalej panie autorze? Zostawites nas w jakims archaicznym Swiecie gdzie
nie mozemy nawet zbadaé prawdy. Co mozemy robic?

Ale autor zadan okazat sie by¢ mitosierny. Jest jedna rzecz ktora wam zostawiam
— funkcje.

Funkcje? Ale jak to? Bez zbioréw? Co z dziedzinami?

To beda specjalne, informatyczne funkcje. To beda lambda termy. W naszym
Swiecie wszystko jest funkcja. Ja jestem funkcja, ty jestes funkcja, argumenty i war-
tosci zwracane sa funkcjami. Czymze jest wiec wspomniany lambda term?

e Lambda abstrakcja lub inaczej funkcja (np Aa.B) gdzie a jest zmienna a B
lambda termem

e Aplikacja (np AB), gdzie A i B sa lambda termami

e Zmienne (np ). Moga one wystepowac tylko w cialach lambda abstrakeji, w
ktorych byty one argumentami, lub jako argumenty.

Lambda termy opisuja funkcje w naszym $wiecie. Moze si¢ zdarzy¢ ze kilka lamb-
da termow opisuje ten sam obiekt. Taka "relacja" rzadzi sie nastepujacymi zasadami:



e a-konwersja — lambda term Aa.B opisuje ten sam obiekt co Ax.Y wtedy, gdy
zmienna x nie wystepuje w B oraz Y jest termem otrzymanym po podsta-
wieniu wszystkich wystapiei @ na x w podwyrazeniach ktoére nie sa lambda
abstrakcjami z a jako argumentem. Przyktad: Aa.a(Aa.a) =, Az.x(Aa.a)

e [-redukcja — aplikacja (Aa.A)B opisuje ten sam obiekt co A po podstawieniu
wszystkich wystapien a na B w podwyrazeniach ktore nie sg lambda abstrak-
cjami z a jako argumentem. Przyklad: (Aa.a(Aa.a))(Av.zx) =5 (Az.2z)(Aa.a)

e n-redukcja — Wyrazenie (Az.fxz) redukuje sie do f, zakladajac ze f jest tu
legalnie.

No to co? Lecimy! W ponizszych zadaniach mozna korzysta¢ z lambda termow
zdefiniowanych $cigle wyzej od nich. W szczegdlnosci nie mozna tworzy¢ wartosci
rekurencyjnie (ich lambda termy musiatyby by¢ nieskoriczone...).

Logika (3 pkt)

Zdefiniujmy prawde jako \a.\b.a oraz fatsz jako Aa.\b.b. Zdefiniuj operacje logicz-
ne: negacja, koniunkcja, alternatywa, implikacja, rownowaznos¢, wyrazenie if-then-
else.

Liczby naturalne (6 pkt)

Bedziemy opisywaé liczby naturalne w nastepujacy sposob: liczba naturalna n ozna-
cza funkcje ktora przyjmie f i zwroci f n-krotnie ztozone same ze soba. W szcze-
golnosci 0 := Af.Az.x, 2 := Af.\zx.f(fx) oraz intuicyjnie n := Af. f".

e Zdefiniuj funkcje nastepnika, tzn funkcje ktéra przyjmie liczbe i zwroci o 1
wieksza.

e Zdefiniuj dodawanie, tj intuicyjnie plus := An.Am.\f. f7tm

e Zdefiniuj test na zero, tzn funkcje ktora zwroci prawde gdy argument jest
zerem, a falsz gdy nie jest

e Zdefiniuj mnozenie

e Zdefiniuj funkcje poprzednika ktoéra zwraca liczbe o 1 mniejsza, lub 0 jesli
argumentem jest 0. Tutaj wyttumacz jak twoje rozwigzanie dziala.

e Zdefiniuj odejmowanie

Listy (10 pkt)

To jest sekcja trudniejsza, nie trzeba tego robi¢. Niemniej, doceniam wszelkie reflek-
sje i proby.

Okreslam listy analogicznie do liczb. Tak jak liczba naturalna przyjmuje jako
argument "co zrobi¢ z zerem" oraz "co zrobi¢ z nastepnikiem" (liczba naturalna
w systemie Peano zapisana jako S(S(ZFERO)) w $wiecie lambd ma reprezentacje
ASINZ.S(S(Z))), to lista bedzie opisywana przez funkcje ktora mowi "co podstawic
pod liste pusty" oraz "co zrobi¢ z elementem listy i cala resztg listy na prawo".

Przyktadowo [] := Ac.Ae.e albo [1,2] := cons(1)(cons(2)([])) := Ac.Ae.c(1)(c(2)e)



Zdefiniuj cons — funkcje ktora przyjmie element wraz z lista i zwréci ta liste z
doklejonym owym elementem z lewej strony. (1pkt)

Napisz funkcje ktora zwroci dtugosé listy (1.5pkt)
Napisz funkcje ktora zwroci sume wszystkich elementow listy (1.5pkt)
Napisz funkcje przyjmie liste i zwroci ja odwrocona (3pkt)

Napisz funkcje ktora przyjmie liste, f oraz a i bedzie intuicyjnie robi¢ co$

takiego: fun(f)(a)([x,y,z]) = f(f(f(a)(x))(y))(2) (3pkt)



