Kwalifikacyjne zadania

9 maja 2020

1 Wstep

Rozwigzania prosze wysytaé¢ na adres: po394403@students.mimuw.edu.pl z dopi-
skiem w temacie ”[WWW] Imie nazwisko” w terminie ustalonym przez organiza-
toréw. Rozwiazanie powinno by¢ czytelne i precyzyjne, bedzie miato to wpltyw na
punktacje. Robienie wszystkich zadan nie bedzie konieczne, ale nie moge na razie
zagwarantowac jaki bedzie prog. Warto wysylaé¢ zadanie wezesniej niz termin, wtedy
dostaniecie informacje zwrotna i bedziecie wysyta¢ poprawki. Czesciowe rozwiaza-
nia takze beda oceniane. W razie probleméw, uwag, watpliwosci, poprawek (nawet
literéwek) piszcie na wyzej podanego maila.

2 Teoria grup

Definicja 1 Grupg nazywamy zbior G wyposazony w dziatanie dwuargumentowe
nazywane mnozeniem (a czasem dodawaniem) (x,y) — x @y, ktdre spelnia aksjo-
maty:

1) lgcznosé Ve, y,z € G (z0y)Oz=20 (YO 2)
2) istnieje element neutralny e, 2V € G xrOe=e@r ==z

3) dla kazdego elementu g istnieje element (obustronnie) odwrotny oznaczany g~*
spelniajgcy: g© g =gl og=ce

Zadanie 1 (0.5 pkt) Uzasadnij, ze mozemy uprosci¢ zapis i dla dowolnej n-tki ele-
mentow z G jednoznacznie okresli¢ co to znaczy a1 ® as ® a3 ® a3 ® -+ © a,.

Jaki aksjomat nam to gwarantuje? Czy méwi nam to cos o nieskonczonych iloczy-
nach?

Zadanie 2 (2 pkt) Rozstrzygnij czy dany obiekt jest grupa, a nastepnie uzasadnij
odwotujac sie do definicji (np. wskazujac ktory aksjomat nie jest spelniony):



- (R, ) liczby rzeczywiste wraz z dzialaniem mnozenia jako dzialaniem

- (Z,+) liczby catkowite z dodawaniem
- ¢ zbioér z dzialaniem pustym
- {0} singleton zera z dodawaniem

- {0,1} z dodawaniem, czy mozna zdefiniowaé¢ na tym zbiorze strukture grupy z
jakim$ innym dziataniem?

- {0...n} to samo pytanie co wyzej

- {N, +} liczby naturalne z dodawaniem

Zadanie 3 (2 pkt) Rozwazmy alfabet tacinski 2 i rozwazmy M jako wszystkie
mozliwe (skonczone)stowa® nad tym alfabetem, wraz z dziataniem okreslonym na
literach i przyjmujacym wartosci w M Va,b € 2 a ® b = ab. Opisz w jaki spos6b
mozna rozszerzy¢ to dziatanie na cate M, tak zeby bylo taczne. Czy M z takim
dziataniem jest grupa? Ile minimalnie trzeba usunaé¢ elementéw, zeby dostaé grupe
(z tym samym dziataniem) ? Czy mozesz wskaza¢ jak doda¢ minimalna liczbe ele-
mentéw tak, aby na powiekszonym zbiorze uzyskaé¢ grupe z dziataniem zgodnym z
tym na M?

* skonczonym stowem jest takze stowo puste

Definicja 2 Grupe G nazywamy przemienng (abelowg) gdy Va,b € G a®b=bGa

Zadanie 4 (2 pkt) Przyklady grup nieprzemiennych
1) Ktoére z grup z poprzednich zadan sa abelowe? Uzasadnij
2) Rozstrzygnij dla jakich n istnieje grupa nieprzemienna o n elementach
a)dlan e {1...10}

b) dla n pierwszych



3 Podstawy teorii mnogosci

Definicja 3 Relacjg ~ na zbiorze A nazywamy dowolny podzbior iloczynu karte-
zjariskiego A x A. Mowimy Ze para (a,b) jest w relacji, co zapisujemy a ~ b, gdy
(a,b) e~

Definicja 4 Relacjg rownowaznosci na A nazywamy relacje, ktora jest zwrotna
symetryczna 1 przechodnia.
Formalnie:

zwrotna Va € A a ~ a
symetryczna Ya,be Aa~b = b~a

przechodnia a ~ b i1 b~ c toa~ c

Relacja rownowaznosci to fundamentalny koncept matematyki, jest to tez zupet-
nie naturalne pojecie, ktérym postugujemy sie na co dzien. Nalezy o niej mysle¢ w
nastepujacym sensie, wzorcem relacji réwnowaznosci jest rownosé (sprawdz), fakt ze
dwa elementy sg w relacji traktujemy jak ostabiong réwnosé, rownosé pod wzgledem
pewnej cechy. Prostym przyktadem jest kolor wtoséw, mozemy powiedzieé, ze jesli
dwie osoby maja ten sam kolor wtoséw to sa w relacji. Wyznacza nam to relacje
réwnowaznosci, kazdy ma taki kolor wloséw jaki ma :). Jesli jedna osoba ma taki
sam kolor jak druga to i odwrotnie (symetria), przechodnio$¢ tez jest spetniona.
Czesto myslimy bardziej abstrakcyjnie np. o wszystkich osobach o wtosach kolo-
ru blond jako o blondynach, tym samym utozsamiamy ze soba elementy bedace w
relacji. Dla wybranego elementu, zbior elementéw bedacych z nim w relacji nazywa-
my klasg abstrakcji. Dla wybranej klasy abstrakcji dowolny jej element nazywamy
reprezentantem klasy. Zbioér klas abstrakcji danej relacji ~ nazywamy zbiorem ilo-
razowym i zapisujemy A/ ~.

Zadanie 5 (1 pkt) Czy istnieje relacja réwnowaznosci R, o podanych wtasno-
Sciach? Uzasadnij, jesli odpowiedz jest pozytywna, wskaz przyktad.

5.1) Okreslona na zbiorze liczb naturalnych N i majaca doktadnie 7 klas abs-
trakcji, wszystkie nieskonczone

5.2) Okreslona na arbitralnym zbiorze A i majaca jedna klase abstrakcji

5.3) Okreslona na A i majaca dokladnie tyle klas abstrakcji ile elementéw ma A

Zadanie 6 (1 pkt) Funkcja f: A — B w naturalny sposéb wyznacza relacje row-
nowazno$ci na A. Opisz te relacje i uzasadnij dlaczego jest to relacja réwnowaznosci.
Co mozesz powiedzie¢ o klasach abstrakcji gdy jest to injekcja? bijekcja?



Zadanie 7 (1 pkt) Zalézmy, ze na A mamy relacje réwnowaznosci ~g, oraz mamy
surjekcje f : A — B. Okreslamy relacje f(a) ~1 f(b) <= a ~o b. Czy jest to
relacja okreslona na caltym B? Czy jest to relacja réwnowaznosci?

Zadanie 8 (3 pkt) Zalézmy, ze na A mamy relacje réwnowaznosci ~g, oraz mamy
funkcje f : A — B, ktéra spelnia a ~g b = f(a) = f(b). Udowodnij ze f
mozna przedstawié¢ jako ztozenie f(r), gdzie 7 : A — A/ ~q to funkcja przypisujaca
elementowi jego klase abstrakcji, relacji ~q, za$ f : A/ ~y — B. Czy funkcja f
jest wyznaczona jednoznacznie? Zaldézmy ze istnieje zbior C' i funkcja g : A — C
speliajace analogiczna wlasnosé co A/ ~y wraz z 7, czyli dla kazdej f speniajacej
zalozenia zadania istnieje jednoznacznie wyznaczone f : C — B, ze f = f (g9). Czy
mozesz wskazaé zwiazek miedzy C a A/ ~¢?

4 Analiza

Zadanie 9 (2 pkt) Zadanie 2.3 z warsztatéw Teoria miary Pana Mieszka Zim-
nego.

Zadanie 10 (2 pkt) Udowodnij lub zaprzecz:

Majac funkcje @ : N x N— > R (a(z,y) oznaczamy a,,), taka ze dla kazdego
ustalonego n granica lim,, e Gn.m istnieje (nickoniecznie jest skoficzona), takze dla
kazdego ustalonego m lim,,_, a,, granica istnieje.

Implikuje to limy, oo (Um0 Gnm) = My, oo (Moo G m)
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