TEORIA ZBIOROW
WERSJA 3.05

Informacje wstepne

Zadania nalezy wysyta¢ na adres mailowy mati.kan.2000@gmail.com w terminie do 17 maja (zachecamy
by wysltaé je wezesniej - mozemy sie wtedy do nich odnie$é przed koncem czasu). Mozna je wysyla¢ w
dowolnej, czytelnej formie (polecamy spisywaé¢ komputerowo, zwlaszcza w IWTEX). Warto wysytaé¢ rowniez
niedokonczone rozwiazania - je takze bedziemy starali sie oceniaé. Pytania odnoscnie zadan lub warsztatow
prosimy kierowa¢ na powyzszy adres e-mail.

Lacznie mozna zdoby¢ 50 punktéow, do ktorych licza sie zadania bez x. Zadania z * sa nieobowiazkowe,
jednak polecamy je zrobi¢. StaraliSmy sie, zeby lista, ktora teraz czytacie byla ostateczna, jednak moze
sie zdarzy¢, ze bedzie jeszcze poprawiana. Wowczas nowe zadania prawdopodobnie beda dorzucane jako
zadania z *.

Przed wykonywaniem zadan polecamy wyszuka¢ w Internecie materiaty i zapoznaé sie z relacjami, w
szczegoOlnosci relacjami rownowaznosci i porzadku, a takze logika pierwszego rzedu (polecamy dwa pierwsze
rozdzialy skryptu Logika dla Informatykow: http://www.mimuw.edu.pl/ urzy/calosc.pdf).

Podstawy logiki

Zadanie 1 (6 x 1 = 6 punktow)
Dla ponizszych formut powiedz, czy formuta jest prawdziwa, spelnialna, czy falszywa:

e pVgVr=((pVqg A-r)V(rApAq)
e p=@g=r)=((p=9=@pP=r))
e ~(pA(-pAq))

e (-p=q) = ((-p=4q) =p)

e (p=9gNg=p)= @V

e =(((pVvVg) A—p)=q)

Zadanie 2 (2 x 2 = 4 punkty)
Ktore z ponizszych zdan sa prawdziwe dla dowolnych formut zdaniowych ¢ i ¢7

1. Jesli Y = ¢ 1 ) = ¢ sa tautologiami, to ¢ jest tautologia.
2. Jesli ¥ = ¢ jest tautologia oraz =9 = ¢ jest spelnialna, to ¢ jest spelnialna.

Relacje

Zadanie 1 (2 punkty)
Dane sa relacje rownowaznosci R i .S okreslone na tym samym zbiorze. Czy RU.S musi by¢ relacja
rownowaznosci? Czy R NS musi by¢ relacja rownowaznosci?

Zadanie 2 (4 punkty)
Czy dla danego zbioru X, | X| > 1 mozna tak okresli¢ relacje R, by rownoczesnie:

1. Zbior (X, R) byt zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym,
2. R byta relacja rownowaznosci w X7


mati.kan.2000@gmail.com
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Zadanie 3 (4 punkty)
Niech (X, R) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym. Czy prawda jest, ze jesli kazdy taricuch
i kazdy antylanicuch w X jest skoriczony, to X jest skoriczony?

Zadanie 4 (4 punkty)
Czy dla dowolnego zbioru X i dowolnej relacji R C X x X prawda jest, ze jezeli istnieje rodzina
ACP(X) taka, ze R=[J{A x A: A€ A}, to R jest relacja rownowaznosci na X7

Zadanie 5 (6 punktow)
Czy istnieje izomorfizm porzadkowy (czyli bijekcja taka, ze * < y <= f(x) < f(y)) z Q z
naturalnym porzadkiem w {0, 1} x Q z porzadkiem leksykograficznym?

Logika pierwszego rzedu

Zadanie 1 (2 punkty)

Korzystajac wprost z definicji semantyki jezyka pierwszego rzedu pokaz, ze formuta Vedy = < y
jest prawdziwa w strukturze, ktorej unierwsum jest zbior liczb naturalnych a interpretacja symbolu
< jest naturalny porzadek na liczbach.

Zadanie 2 (4 punkty)
(Zadanie 8, rozdziat drugi ze skryptu) Udowodni¢, ze zdanie:

Vady p(x,y) AVe—p(x, ) AVaVyVz(p(z,y) A p(y, z2) = p(z, 2))
ma tylko modele nieskoriczone.

Zadanie 3 (4 punkty)

Sygnatura > sktada sie z jednego binarnego symbolu relacyjnego < i dwoch unarnych symboli
relacyjnych P i R. W tym zadaniu rozwazamy tylko struktury, ktore sa skonczonymi liniowymi
porzadkami z relacja <. W takiej strukturze mozna traktowac relacje P i R jako sposob zapisu
binarnego liczb naturalnych p i r. Napisz zdanie logiki pierwszego rzedu nad sygnaturg >, ktore
bedzie prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy p =r + 1.

Wstep do zadan 4i 5
(n, k)-kratka nazwiemy strukture skladajaca si¢ ze zbioru {a;;li,j € NAi < nAj < k}. oraz
dwoch relacji binarcnych H oraz V' takich, ze:

o a, Hay j wtedy i tylko wtedy, gdy j =j'1¢ =i+ 1,

e a;;Vay; wtedy i tylko wtedy, gdy i =" 1j < j'

Powiemy, ze funkcja f, ktéra moze uzywaé symboli relacyjnych H i V oraz dodatkowo unarnego
predykatu P definiuje funkcje f : N — N, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej (n, k) kratki istnieje
taka interpretacja predykatu P, ze kratka K z ta interpretacja P jest modelem formuty ® wtedy i
tylko wtedy, gdy n = f(k).

Przyktad: modelami formuty ® = Va—3Jyx Hy sa wszystkie (1, k) kratki, wiec ta formuta definiuje
funkcje f(k) = 1. (W tym przypadku ta wtasnosé¢ zachodzi dla dowolnego P).

Zadanie 4 (4 punkty)
Czy istnieje formuta logiki I rzedu definiujaca funkcje f(k) = 2k? Dlaczego?



Zadanie 5 (6 punktow)
Czy istnieje formuta logiki I rzedu definiujaca funkcje f(k) = 2*? Dlaczego?

Zadania z x

Zadanie 0 (0 punktow)
Pokoloruj gwiazdke:

Zadanie 1 (10 punktéow)

O strukturze nad sygnatura sktadajaca sie z jednego binarnego symbolu relacyjnego E mozemy
mysle¢, jak o grafie skierowanym. Czy istnieje zdanie logiki pierwszego rzedu nad ta sygnatura,
ktore jest prawdziwe tylko w tych strukturach, ktorych reprezentacja w postaci grafu jest spojna?

Zadanie 2 (10 punktow)

Mysliwy ztapal nieskoncznie wiele niedZzwiedzi i mowi tak: teraz zaloze na wasze durne tby
kapelusze - kazdemu biaty albo czarny, a potem bedziecie po kolei zgadywaé, jaki macie kapelusz
na gtowie. Jesli tylko skoriczenie wielu z was sie pomyli puszcze was wolno, w przeciwnym razie
zrobie z was bigos. Czy niedZwiedzie maja sposob, by si¢ uratowacé?

Zadanie 3 (10 punktow)

Napisz zdanie w jezyku logiki pierwszego rzedu uzywajace statej 0, symboli funkcyjnych +, x, ktore
jest prawdziwe w $wiecie liczb naturalnych ze standardowa interpretacja symboli i statej wtedy i
tylko wtedy, gdy prawdziwa jest hipoteza Collatza.

Zadanie 4 (10 punktow)
Rozwazmy spelnialne zdania logiki pierwszego rzedu z dwoma zmiennymi, bez réwnoéci, nad struk-
tura sktadajaca sie z n symboli relacji binarnych. Jaka jest najmniejsza liczba naturalna k taka,
ze kazde takie zdanie ma model o mocy mniejszej od k?

Wersja dla ambitnych: co, gdy dopuszczamy uzywanie rownosci?

Zadanie w (w punktow)
Udowodnij (lub obal) hipoteze Riemanna i naucz jezdzacego na monocyklu niedzwiedzia prezen-
towaé twoj dowod.



