Zadania kwalifikacyjne
Podstawy teorii gier

1 Wstep

Rozwiazania prosze wysyla¢ na adres: mt394587@students.mimuw.edu.pl z dopiskiem w temacie [WWW]|
Imie nazwisko” w terminie ustalonym przez organizatoréw. Rozwiazania mozna przesyla¢ w dowolnym
formacie mozliwym do otworzenia za pomoca ogdlnie dostepnych programéw. Robienie wszystkich zadan
nie jest konieczne, ale warto zapoznaé sie z ich trescig i dodatkowymi komentarzami. Zadania wystane
przed terminem postaram sie sprawdzi¢ jak najszybciej, by podestac moje uwagi i da¢ mozliwos¢ wystania
poprawek. Czesciowe rozwigzania takze bedg oceniane. W razie probleméw, uwag, watpliwosci, popra-
wek(nawet literowek) lub pytan piszcie na wyzej podanego maila. Postaram sie odpowiedzie¢ w ciaggu 24
godzin.

2 Pojecie gry

Podczas warsztatow bedziemy zajmowali sie pewnymi specyficznymi rodzajami gier: grami w postaci stra-
tegicznej (GS), grami ekstensywnymi (GE) i grami koalicyjnymi (GK). Ich bardziej szczegdtowe przedsta-
wienie znajdzie sie w dalszej czesci pliku z zadaniami. odbiegaja one dos¢ znaczaco od aktywnodci, ktore
w zyciu codziennym nazywamy "grami", cho¢ i do nich mozna z powodzeniem stosowaé przedstawione
podczas zajeé¢ twierdzenia i pojecia. Byloby to jednak obarczone duzym stopniem skomplikowania, ja za$
postaram sie przedstawi¢ podstawowe pojecia Teorii Gier na nieco prostszych przypadkach. Aby nieco
lepiej 'poczué’ ducha gier, jakimi bedziemy sie zajmowaé, polecam wykonaé¢ ponizsze zadanie:

Zadanie 1. (1 pkt.) Wejdz na strone https://ncase.me/trust/ i zapoznaj sie z zamieszczona tam
gra. W odpowiedzi przeslij wynik, ktory uzyskale$ grajac na pieciu poczatkowych 'przeciwnikow’ (ilogé
punktow zdobytych /ilo§¢ mozliwych).

Przedstawiona powyzej strona pozwala zapoznadé sie z pierwszymi dwoma typami gier: w formacie strate-
gicznym i ekstensywnymi.

3 Gry w postaci strategicznej (GS)

Gry w postaci strategicznej opisuja sytuacje, w ktorych gracze podejmuja decyzje jednoczeénie, bez
znajomosci decyzji pozostatych graczy. W sposob formalny gry w postaci strategicznej sa opisane przez
trojke: GS = (N, (Ai)ien, (ui)ien), gdzie:

N C N - zbior graczy (gracz 1, gracz 2, gracz 3,..., gracz n).

A; - zbior akcji gracza i. Bardzo czesto bedziemy zakladacé, ze zbidr akcji kazdego gracza jest jednakowy.
u; - funkcja u; : A1 X ... x A, — R zwracajaca zysk (lub strate) gracza i-tego dla konkretnego wyboru
akcji przez wszystkich graczy.

Formalny opis wydaje sie by¢ nieco skomplikowany i zazwyczaj da sie go przedstawi¢ w prostszej po-
staci. Jesli w grze wystepuja dwaj gracze, mozna ja przedstawi¢ w postaci macierzy wyplat.

Przyklad 1. Polowanie na jelenia (Stag hunt) 2 mysliwych moze polowaé na jelenia lub na dwa zajace.
Ich decyzje zapadaja jednoczesnie i niezaleznie, tzn. bez wiedzy o decyzji drugiego. Jeleit ma wartosé 8,
zajace po 1. Kazdy z nich ma 2 akcje do wyboru: J, Z. Jesli obaj zapoluja na jelenia (akcje J) to upoluja
go, otrzymujac po 4. Jesdli jeden wybierze J, drugi Z, to pierwszy nic nie upoluje (otrzymuje 0), drugi
upoluje oba zajace (otrzymuje 2). Jesli obaj wybiora Z, to otrzymuja po 1.



W tym przyktadzie mamy:

N=1,2

Ay ={J,Z}, Ay ={J, Z}

ul(J, J) = 4; ul(J, Z) = O; ul(Z, J) = 2;u1(Z, Z) =1
up(J, J) =4yua(J, Z) = 25ua(Z,J) = 0,ue(Z,2) =1

I macierz wyptat przedstawia si¢ nastepujaco (przyjmuje si¢, ze pierwsza warto$¢ w polu oznacza
wyplate gracza 'wierszowego’):

Zadanie 2. (3 pkt.) Narysuj macierz wyptat dla gry ze strony https://ncase.me/trust/ w jej podstawo-
wej wersji. Wypisz A1 i zdefiniuj funkcje uy przez podanie jej wartosci na wszystkich elementach dziedziny.

Gra zdefiniowana w zadaniu drugim czesto bywa nazywana ’dylematem wieznia’.

Zadanie 3. (2 pkt.) Narysuj macierz gry 'kamien, papier, nozyce’ (przyjmujemy, ze zwyciezca dostaje
od przegranego 1 jednostke, za§ w wypadku remisu obaj gracze dostaja 0).

Zadanie 4. (2 pkt.) Rozwazmy gre 'wojna plci’ zadana macierza (B-boks, S-siatkowka)

Zalozmy, ze grana jest strategia (B, B) (tzn. kazdy z partneréw decyduje, ze chce i$¢ na boks) Uzasadnij,
ze zaden z graczy nie moze polepszy¢ swojej wyptaty zmieniajac akcje na inna.

Sytuacje przedstawiong w zadaniu 4. nazywamy 'réwnowaga Nasha w strategiach czystych’ (RNC).
Pojecie rownowagi Nasha jest bardzo istotne w teorii gier. Wyznacza ono sytuacje, gdy zaden z graczy
nie moze polepszy¢ swojej sytuacji zmieniajac swoja decyzje, co gwarantuje pewnego rodzaju ’stabilnosé’
sytuacji.

Zadanie 5. (4 pkt.) Znajdz wszystkie RNC w grach opisanych w Zadaniach 1. 2. 3. 4. (uzasadnienie
moze by¢ skrotowe, wazniejsze w tym zadaniu jest wyrobienie sobie pewnej intuicji).

Zadanie 6. (3 pkt.) Moze sie zdarzy¢, ze gracze podejmuja konkretne akcje z pewnym prawdopodo-
bienstwem. Nazywamy to strategia mieszang, a decyzje konkretnego gracza - profilem gracza. Policz
spodziewany wynik gracza wierszowego w ponizszej grze ("kotek i myszka’), jesli profil gracza wierszowego
to (0.7;0.3) (co oznacza, ze w 70% przypadkow gra strategie L, zas w 30% przypadkow strategie P), zas
gracza kolumnowego: (0.2;0.8)

| L P
L|-52 31
P| 3,1 =52




4 Gry ekstensywne (GE)

Gry ekstensywne roznig sie od gier w postaci strategicznej czasem podejmowania decyzji. W GS gracze
podejmowali decyzje jednocze$nie, w GE gracze podejmuja decyzje sekwencyjnie, nastepstwo czasowe
odgrywa kluczowa role. Gry tego typu wygodnie jest przedstawia¢ za pomoca schematéow ponizszego typu
(formalny opis pojawi si¢ podczas warsztatow):

(Tlustracja, jak i nieco przeformulowany opis pochodza z pewnej ksiazki ekonomicznej) W tej grze bierze
udzial dwoch graczy: wlasciciele ziemscy (Z) i niewolnicy (N). Wiasciciele ziemscy sa postawieni przed wy-
borem. Moga zatrzymaé niewolnikow (z) i wowczas otrzymuja 2 jednostki pewnego dobra lub ich uwolnié
(u). Jesli niewolnicy zostana uwolnieni stoja przed wyborem: moga ptaci¢ za swoja wolnosé¢ wlascicielom
ziemskim 3 jednostki sposrod 4, ktore udaje im sie wyprodukowaé¢ na wolnosci (okazuje sie, Ze obcinanie
ludziom rak moze znaczaco obnizaé ich efektywnosé) albo nie placi¢ i przenie$¢ sie na inne terytorium,
by tam zarabia¢ 2, zas wtasciciele ziemscy pozostaja z niczym. Moéwimy przyktadowo, ze wyplata gracza
Z po historii (u,n) wynosi 2. Zauwazmy, ze graczowi N nie oplaca si¢ wybieraé¢ strategii p. Postepujac
racjonalnie (czyli dazac do maksymalizowania zyskow) zawsze bedzie wybieral strategie n. Swiadomy tego
gracz 7 powinien wybraé strategie z, by zmaksymalizowa¢ swoje zyski.

Zadanie 7. (2 pkt.) Podaj wyplaty graczy po historii (u,p). Czy optymalna strategia gracza Z ulegnie
zmianie, jesli bedzie $wiadom, ze przynajmniej w 80% przypadkow gracz N wybierze opcje p?

Zadanie 8. (2 pkt.) Znajdz racjonalna strategie dla gracza pierwszego (P) i gracza drugiego (D)
w przedstawionej ponizej grze (uwaga: w odpowiedzi nalezy podaé akcje wybrana dla kazdego wezta, w
ktorym dany gracz moze podejmowaé decyzje). Uzasadnij odpowiedz.




5 Gry koalicyjne (GK)

W grach koalicyjnych gracze (oznaczani jako elementy ({1,2,3,...,n}) tacza sie w koalicje (podgrupy
{1,2,3,...,n}) , by zmaksymalizowa¢ swoj zysk. Kazdej koalicji T' C {1,2,3,...,n} przypisujemy wartos¢
v(T) (przy czym v(0) = 0). Bedziemy zadaé¢ by kazdy uczestnik koalicji mial wyplate nie mniejsza niz
gdyby nie bral udzialu w koalicji. Podstawowym zagadnieniem bedzie podzial wartosci tzw. wielkiej
koalicji (czyli wartosé catego zbioru) pomiedzy wszystkich jej czlonkéw (czyli wyznaczenie ¢1, ¢o, ..., op
n
takich, ze ) ¢; = v({1,2,...,n})) .
i=1

)

Zadanie 9. (2 pkt.) Rozwazmy gre koalicyjna, w ktorej bierze udzial trzech graczy. Zalozmy, ze:
v({1}) = v({2}) = v({3}) = 0;v({1,2}) = v({1,3}) = v({2,3}) = a;v({1,2,3}) = 1. Dla jakich a € [0;1]
jesteSmy w stanie tak podzieli¢ wyptate z wielkiej koalicji, by graczom nie optacalo sie zalozyé zadnej
mniejszej koalicji, czyli VI' C {1,2,3} : v(T) < > ¢; ¢1 + b2 + 3 = v({1,2,3}).

teT

Zbiér wyptat graczy spelniajacy wymagania zadania dziewiatego nazywamy rdzeniem.

Zadanie dodatkowe (6 pkt.) Wroémy jeszcze raz do https://ncase.me/trust/ . Przyjmujac macierz
wyptat z pojedynczej rozgrywki:

| T B
Tl 1,1 -1,2
B|2,-1 0,0

Narysuj macierz wyptat dla gry dwoch graczy polegajacej na wybraniu jednej ze strategii (Copycat,
All Cheat, All Cooperate, Grudger, Detective) w grze trwajacej pie¢ rozgrywek (przyktadowo
u1(AllCheat, AllCooperate) = 5-2 = 10). Znajdz wszystkie Rownowagi Nasha (wystarczy wskazanie, nie
trzeba wykazywac, ze sa RN).



