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W trakcie warsztatow interesowaé nas beda dwa rodzaje obiektéw matema-
tycznych grupy oraz przestrzenie topologiczne.

Grupy

Tutaj zapoznasz sie z definicja grupy oraz podstawowymi przykladami.

Definicja (grupa)

Grupa nazywamy zbiér G wraz z dzialaniem © ktére spelniaja nastepujace
aksjomaty:

1. (Lacznosé) dla dowolnych a, b, ¢ € G zachodzi:
a®boc)=(aGb)oc¢

2. (Identycznosé) Istnieje e € G takie ze dla dowolnego a € G, zachodzi:

aCe=eGa=a
3. (Odwrotnosé) Dla kazdego a € G istnieje b € G, takie ze

ab=ba=c¢e

Uwagi do definicji

1. Laczno$é moéwi nam, ze kolejnosc nawiasowania nie ma znaczenia. Zamiast
a® (b® ¢) mozemy wiec pisa¢ a ©® b c.

2. Zamiast pisata ® ... ® a piszemy a”.
—_————

3. Zaréwno identyczhGS$¢ (zwana réwniez elementem neutralnym) jak i ele-
ment odwrotny sa wyznaczone jednoznacznie. Z racji tego element od-
wrotny bedziemy oznaczaé a1

4. W ogdlnosci rownosé ab = ba nie zachodzi - grupy nie zawsze sa obiektami
przemiennymi. Jesli jednak dla dowolnych a,b € G réwnosé zachodzi,
méwimy ze grupa jest abelowa (przemienna).



Przyktadem grupy beda:

1. Zbiér permutacji pewnego zbioru X z dziataniem sktadania permutacji.
2. Liczby catkowite Z z dzialaniem dodawania.

3. Zbiér Z4 = {0,1,2,3} z dzialaniem dodawania modulo 4.

Grupa NIE jest:

1. Zbiér liczb naturalnych N z dzialaniem dodawania - brakuje elementéw
odwrotnych.

2. Rodzina podzbioréw P(X) pewnego zbioru X z dzialaniem sumy zbioréw
U - problem jak wyzej.

Zadanie 1 SprawdZ, czy ponizsze obiekty sq grupami. Jesli nie, wymien, kto-
rych aksjomatow nie spelniajq:

a) Liczby calkowite 7 z dzialaniem dodawania +.

b) Liczby calkowite Z z dzialaniem mnozenia -.

¢) Liczby naturalne N z dzialaniem dodawania +.

d) Zbior Z, = {0,1,...,n — 1} z dzialaniem dodawania mod n.

e) Zbior Zn ={1,...,n— 1} z dzialaniem mnoZenia mod n, w zaleznosci od n.

f) P(X) - rodzina podzbioréw wybranego zbioru X z dzialaniem rézinicy syme-
trycznej.

g) Rodzina wszystkich funkcji (z dzialaniem skladania funkcji) f : X — X dla
pewnego zbioru X.

h) Rodzina wszystkich bijekcji (z dzialaniem jok wyzej) f: X — X.
i) (*) Rodzina wszystkich cigglych bijekcji z odcinka w odcinek. (uzasadnié)

Ktore z tych grup sqg abelowe?



Zadanie 2 W tym zadaniu zdefiniujemy bardzo przydatny obiekt, ktorym be-
dziemy postugiwaé sie podczas zaje¢. Dzialanie ktore na mim zdefiniujemy nie
tworzy grupy, w szczegolnosci nie jest nawet {gezne. Twoim zadaniem jest wy-
myslié, jak zmieni¢ definicje aby stalo sie lgczne - byé moze bedziesz musial
utozsamic¢ pewne petle.

Petlg na potrzeby tego zadania nazwiemy ciagla funkcje (definicja w czesci
o przestrzeniach topologicznych) f : [0;1] — R2, takq, ze f(0) = f(1) = (0,0).
Na zbiorze petli wprowadzamy dzialanie © zwane konkatenacjg:

21 t<
g(2t—1) t>

(fog9) = {

N[ N[

Intuicyjnie petla to opis pewnego spaceru po plaszczyinie, mowi w jakim punkcie
plaszczyzny znajdujemy sie w czasie t. Konkatenacja dwdch petli mowi nam, Ze
najpier wykonujemy pierwszy spacer, a nastepnie od razu zaczynamy spacerowac
drugq Sciezkq - wszystko to w czasie pojedynczego spaceru.

Rzad
1. Liczbe elementéw zbioru G nazywamy rzedem grupy i oznaczamy |G|

2. Rzedem elementu g € G nazywamy najmniejsze takie n ze g" = e.

Przydatne grupy i oznaczenia

Jesli nie oznaczono inaczej, ponizsze grupy bedziemy nazywaé nastepujacymi
symbolami i pomija¢ symbol dzialania

1. Z, ={0,...,n — 1} z dzialaniem dodawania modulo n.

2. 7Z liczby calkowite z dodawaniem.

3. D,, grupa symetrii n-kata foremnego (obroty i odbicia)
Zadanie 3 * Pokaz, Ze rzqd elementu dzieli rzqd grupy.

Zadanie 4 Pokaz, Ze kazda grupa o rzedzie p bedgcym liczbg pierwszq jest izo-
morficzna z Z, z dzialaniem dodawania mod p.

Homomorfizm

Homomorfizmem grup (G,®) oraz (F,®) nazywamy funkcje ¢ : G — F ktéra
spelnia warunek:

©(g1 © g2) = ¢(g1) ® ¥(g2)

Jedli ¢ jest réznowartosciowe, to nazywamy je monomorfizmem, zas jesli jest
surjekcja - epimorfizmem. Izomorfizmem nazywamy bijektywny homomorfizm.

Zadanie 5 Pokazaé, ze jesli p : G — H jest homomorfizmem to:



a) p(e) =e,
b) plg™") =¢(9)~",

¢) Jest monomorfizmem wtw, gdy nie istnieje g # e takie zZe ¢(g) = e.

Zadanie 6 Sprawdzi¢, czy homomorfizmami sq:

a) 0 : L — 7, p(s) = 2s,

b) ¢ : D, — Zy przypisujgce odbiciom jedynke, a obrotom zero,
¢) p:Z—1Z, p(s) =s+5.

Czy podane homomorfizmy sqg epi? Mono?

Produkt grup
Definiujemy produkt grup {G;}1:

HGi:GlX"'XGn:{(gl,...7gn)ZgiEGZ',Z.G{].,...,TL}}.
i=1

Zadanie 7 Jakie dzialania nalezy na nim wprowadzié, zeby tez byt grupg? Co
jest jego elementem neutralnym, jak wygledajq elementy odwrotne?

Grupa wolna i relacje

Kolejnym waznym przykladem ktéry bedzie nam potrzebny w trakcie warszta-
towych rozwazan jest grupa wolna.

Stowem s nad alfabetem S nazywamy dowolny skonczony ciag elementéw z S.
Konkatenacje (niefortunnie mamy tu kolizje oznaczen) stéw s, s’ oznaczamy ja-
ko ss’. Rozwazmy zbiér stéw nad pewnym zbiorem S z dzialaniem konkatenacji.
Posiada on element neutralny - stowo puste - ktore oznaczmy symbolem e. Dzia-
tanie jest tez taczne. Nie ma jednak elementéw odwrotnych.

Rozszerzmy wiec nasz alfabet o dodatkowe symbole s~! dla s € S i dodajmy
regule, ze ilekro¢ w stowie pojawia sie ss~! - zastepujemy je stowem pustym.
Tak utworzony obiekt ma strukture grupy, ktora nazywamy grupa wolna i ozna-
czamy go przez Fyg.

Zadanie 8 Pokaz, Ze dla |S| =1, grupa wolna Fgs jest izomorficzna do Z.

Grupy wolne daja nam $wietne narzedzie do opisu wigkszosci grup, ktérymi
bedziemy sie zajmowac. Jest ona w pewnym sensie "najogolniejsza”’ grupa ktora
zawiera niezwiazane ze soba elementy z S. Mozemy jednak w podobny sposob
uzyska¢ inne grupy.



Grupa zadana przez relacje
Niech S bedzie zbiorem generatoréw. Wezmy liste réwnosci postaci:
S1...8, =¢€
Gdzie sq,...,5, € SUS™L. Jest to lista relacji, bezie okreélana jako R.
Przyktad 1 Niech S = {a,b}. Mamy relacje:
ad=e, b>=e, aba tb=c¢

Mozemy je przeksztalcic:

ad=e, b=>b"1, ab=ba

Zatem kazde stowo z tej grupy mozemy sprowadzi¢ do ktéregos z ponizszych:

{e,a,b,a?, ab,ab}.

Prezentacja grupy

Zapis:
<S|R>

nazywamy prezentacjq grupy. Kazda grupa ma prezentacje, nawet wiecej niz
jedna.

Zadanie 9 Sprébowac zgadngé prezentacjq jakiej grupy jest
<a,b|a®= b*= aba"'b=e >

z poprzedniego przykladu. Napisac izomorfizm tych grup.

Przestrzenie topologiczne

Zbioér otwarty, zbiér domkniety, topologia

W trakcie warsztatéw bedziemy méwié o podzbiorach R™, wiec zdefiniujemy to-
pologie tylko na tych przestrzeniach. Kulg otwartg o $rodku w punkcie x i pro-
mieniu T nazywamy zbiér punktéw odleglych od x o mniej niz r. Natomiast
kulg domknietq o $rodku w punkcie x 1 promieniu r nazywamy zbiér punktdw
odleglych od x o mniej niz lub doktadnie r. Zbiorem otwartym w R™ bedziemy
nazywac taki jego podzbior U C R", ze dla kazdego punktu x € U znajdziemy
kule otwarta wokot x, ktora zawiera si¢ w U. Dopelnienie zbioru otwartego na-
zywamy zbiorem domknietym.

Wtasnosci:



1. kazdy zbiér otwarty w R™ jest suma pewnej (by¢ moze nieskoficzonej)
rodziny kul otwartych,

2. suma dowolnej liczby zbioréw otwartych jest zbiurem otwartym,
3. przeciecie skonczonej liczby zbioréw otwartych jest zbiorem otwartym.

Zadanie 10 Pokazac, ze kazda kula otwarta jest zbiorem otwartym, a kazda
kula domknieta zbiorem domknietym.

Zadanie 11 Stwierdzi¢, czy podane zbiory sq otwarte lub domkniete:
a) 0,

b) R,

¢) (0,1),

d) [0,1],

e) (0,1],

f) {(a,b) eR?: -1 <a<1, beR},

g9) {(a,b,c) e R®: Va2 + 82 < 1, ¢ =0},

h) {z € R: x wymierne},

i) {(a,b) eR?: =1 <a<1l, —1<b<1}

Dla podzbioru X € R™ definiujemy jego podzbiér otwarty jako taki, ktéry po-
chodzi od jakiegos zbioru otwartego w R™. Zatem U C X jest otwarty, jesli
istnieje takie otwarte U’ C R™, ze U’ N X = U. Dla domknietych definicja jest
analogiczna. Ogdt zbioréw otwartych w X nazywamy topologig na X.

Przyktad 2 Kazidy zbior jest otwarty sam w sobie, zbidor pusty jest otwarty w
kazdym zbiorze.

Przykltad 3 Niech
X ={(z,y) eR*: y =0}.

Zbior

X={(z,y) eR?: 1<z <1, y=0}
jest otwarty w X, bo pochodzi od kuli otwartej o promieniu 1 w R2.
Zadanie 12 Czy podane zbiory sq otwarte lub domkniete w [0,1] U {2}:
a) (0,1),
b) [0,1),
¢) {0},
d) {2}.



Funkcja ciggta

Méwimy, ze funkcja f : X — Y, gdzie X C R, Y C R™ jest ciggla, jesli
przeciwobraz przez tg funkcje zbioru otwartego w Y jest otwarty w X. Funkcje
nazywamy homeomorfizmem, jesli jest ciagla bijekcja i jej odwrotnosé tez jest
ciagla.

Alternatywnie, w wypadku podzbioréw R"™ mozemy mysle¢ o definicji me-
trycznej funkcji ciagtej:
Niech X, Y beda podzbiorami R"

f: X—=Y

jest ciagla, jesli zachodzi nastepujacy warunek, d(z,y) oznacza odleglo$é punk-
tow x,y.
vaL'EXVE>OE|6>0vyd(5cvy) <d= d(f(l‘), f(y)) <e

lub intuicyjnie, kiedy male przemieszczenie w przestrzeni argumentéw, skutkuje
maltym przenieszczeniem w przestrzeni wartosci funkcji.
Topologia produktowa

Niech dane beda zbiory {X;}" ; wraz z topologiami na nich. Topologiq produk-
towg na zbiorze:

[[Xi=X1x x Xp={(z1,...,20) 1 2: € Xsyi € {1,...,n}}
=1

nazywamy ogol zbioréw, ktére sa sumami dowolnej liczby zbioréw postaci
U x---xU,
gdzie U; jest otwarty w X;.

Przyktad 4 WR" takimi zbiorami sqg na przykiad iloczyny n odcinkow otwar-
tych, wiec prostopadlosciany. MoZemy zauwazyé, Ze jezeli w definicji zbioru
otwartego w R™ zastgpimy kule takimi zbioramsi, to nic sie nie zmieni.

Spdjnosé, drogowa spdjnosé

Zbiér X C R" jest spajny, jesli nie daje sie przedstawi¢ jako suma dwoch roz-
tacznych zbioréw otwartych w X. Zbiér X nazywamy drogowo spdjnym, jesli dla
kazdych dwoch jego punktow z,y € X istnieje funkcja ciggla, zwana droga od
zxdoy, v : [0,1] — X, taka, ze v(0) =z a y(1) = y.

Przyktad 5 Zbidr [0,1]U[2,3] nie jest spdjny, bo jest sumq zbioréw otwartych
w tym zbiorze [0,1] 4 [2, 3].

Zadanie 13 Sprawdzié, czy podane zbiory sq spojne:

a) kula otwarta w R™,



b) z2bidr koricow odcinka [0, 1],
¢) ([0,1]U[2,3)) x R,
d) liczby niewymierne.

Zadanie 14 (*) ZnaleZé przyklad zbioru, ktory jest spéjny, ale nie jest drogowo
spojny.

Zadanie 15 Pokazaé, ze zbior R?\ Q? jest drogowo spdjny.

Rozwiazania prosze przesylaé¢ na adres lenny.blackhunter@gmail.com.



