Topologia algebraiczna

Warsztaty w ramach XVI Wakacyjnych Warsztatéw Wielodyscyplinarnych

Pawel Czyz

Slowem wstepu

Topologowie maja dos¢ niecodzienne poglady — wszystkie wielokaty sa dla nich
takie same (okrag) i zdarza im sie pomyli¢ obwarzanek z porannym kubkiem ka-
wy. Mozna wrecz przewrotnie zapytac — czy w topologii sa w ogdle rozne obiekty?
Okazuje sie, ze juz odréznienie sfery od detki torusa, czy zwyklej ptaszczyzny
od przestrzeni trojwymiarowej jest dos¢ trudnym zadaniem...

Na pomoc przyjdzie nam (w uproszczonym wydaniu) teoria homologii, ktora
zajmuje sie liczeniem dziur w przestrzeni przy pomocy prostej algebry liniowe;j
— operacji na wektorach i macierzach.

Plan warsztatow
1. homeomorfizm, a homotopijna rownowaznos$¢ przestrzeni,

2. algebra homologiczna (kompleks taricuchowy przestrzeni wektorowych i
jego homologia, lemat o zygzaku),

3. homologia singularna (i zredukowana), ciag Mayera-Vietorisa,

4. jak odréznia¢ standardowe przestrzeni topologiczne (sfery i przestrzenie
Euklidesowe réznych wymiarow, torus),

5. klasyczne twierdzenia topologii algebraicznej — twiedzenie Brouwera o
punkcie stalym, twierdzenie Borsuka-Ulama, twierdzenie o wtochatej sfe-
rze i, jakze uzyteczne, twierdzenie o réwnym podziale kanapki,

6. ... a jesli czas pozwoli, to przejdziemy do ambitniejszych tematdéw. Byé
moze rozmaitodci i dwoisto§é Poincaré, CW-kompleksy, teoria kohomologii
singularnej lub de Rhama.

Caveat emptor Jako, ze topologia algebraiczna jest ogromna dziedzina, to
bedziemy przyjmowaé¢ duzo uproszczen, od czasu do czasu machaé¢ rekami i
raczej liczy¢ przyktady niz dowodzié abstrakcyjne twierdzenia. Mam nadzieje,
ze to rozbudzi ciekawosé i zacheci do tematu. (A wyrobione intuicje przydadza
sie pozniej, juz na uniwersyteckich kursach topologii algebraicznej).



Wymagania Ze strony topologicznej bedziemy dosé nieformalnie postugiwaé
sie pojeciem przestrzeni topologicznej. Warto mie¢ wyrobione pewne intuicje,
jak ciaglosé, spéjnosé czy zwartosé. W szczegdlnoséci dobrze jest wiedzieé¢ dla-
czego okrag to nie prosta.

Ze strony algebraicznej trzeba znaé¢ podstawy algebry liniowej — dzialania
na wektorach i macierzach. Najtrudniejszymi pojeciami z jakich bedziemy ko-
rzystaé sa jadro i obraz przeksztalcenia liniowego oraz przestrzen ilorazowa.

Literatura
1. rozdziat 9. notatek A. Lendy,
2. notatki S. Jackowskiego z topologii,

3. notatki P. Walczaka z algebry liniowej (szczegodlnie strony 23 i 24, ktore

tlumacza czym jest przestrzen ilorazowa),
4. artykul A. Bojanowskiej o algebrze homologicznej,

5. rozdziatu drugiego ksiazki A. Hatchera (jesli kto§ ma ochote zobaczy¢ co
bedziemy robi¢. Przy czym ten material jest znacznie ogblniejszy).

Kontakt W razie pytan, présb o polecenie ksiazek do przeczytania czy checi
wyslania zadan kwalifikacyjnych, zachecam do kontaktu na adres pawel.czyz w
domenie st-hughs.ox.ac.uk. Wpisanie w temacie hasta, ktére przykuje moja
uwage pozwoli odrézni¢ mi Wasze maile od niewaznych wiadomo$ci — ustalmy,
ze temat bedzie zaczynal sie od ZOOPSYCHOLOGIA. (Zagadka — co to stowo ma
wspOlnego z homologia?)

Zadania kwalifikacyjne

Ta wersja zadan zostata poszerzona 0 wWzOTCOWE TOZWIGZATIG.

Uwaga. Mozna czerpaé z dowolnej literatury, internetu oraz réznego rodzaju
wskazowek. Mozecie tez wspitpracowaé nad rozwigzaniamsi zadai.

Prosze natomiast zaznaczyé Zrodta oraz wktad innych o0sob — to dobry nauko-
wy nawyk.

Homotopijna ro6wnowaznos§é

Komentarz. Po policzeniu dwdch przyktadow koncepcja homotopijnej réwno-
waznosci staje sie naturalna. Definicji i wskazowek mozna szukaé w internecie
lub literaturze.

Zadanie 1.

a) (4 punkty) Pokaz, ze przestrzen Euklidesowa R™ jest homotopijnie row-
nowazna z punktem.


http://www.fis.agh.edu.pl/~lenda/alg/print_eco.pdf
https://www.mimuw.edu.pl/%7Esjack/Topologia_I/topologia_I_full.pdf
https://www.math.uni.lodz.pl//~pawelwal/ag.pdf
https://smp.uph.edu.pl/msn/22/38-47.pdf
http://pi.math.cornell.edu/~hatcher/AT/ATpage.html

b) (1 punkt) Dlaczego dla n > 0 nie jest do niego homeomorficzna?
Rozwigzanie.

a) Rozwazmy jednopunktowq przestrzenn P = {p}. Mamy wlozeniei: P — R"
dane wzorem p — 0 oraz funkcje r: R — P. Oczywiscie roi = idp. W
drugg strone mamy funkcje statq i o r(x) = 0, ktdra jest homotopijna do
idgn poprzez

Flz,t)=t-0+(1—-1t) -

b) Liczba punktow sie nie zgadza. (Lub zwartosé).
Zadanie 2.

a) (4 punkty) Pokaz, ze przestrzenn Euklidesowa bez punktu R™" ™1\ {0} jest
homotopijnie réwnowazna ze sfera S™.

b) (1 punkt) Dlaczego nie s¢ homeomorficzne?
Rozwigzanie.

a) Mamy oczywiste wlozenie i: S™ — R\ {0} oraz retrakcje r: R™1\
{0} — S™ dang wzorem x — z/||x||. Oczywiscie r oi = idgn. W druga
strone mamy tor(x) = z/||z||. Zauwazmy, Ze ta funkcja jest homotopijna
do identycznosci poprzez

F(z,t) = te + (1 —t)z/|[x]]
(Warto zauwazyé, ze rzeczywiscie ta funkcja jest dobrze okreslona, to zna-
czy F(x,t) #£0).

b) Sfery sq zwarte, przestrzenie Euklidesowe (z brakujgcym punktem czy bez)
nie sq.

Komentarz. Dlaczego akurat powyzsze przyktady? Jesli dwie przestrzenie nie
sq homotopijnie réwnowazne, to na pewno nie bedg tez homeomorficzne. Okaze
sie, ze homologia (,dziury w przestrzeni”) nie rozréznia przestrzeni homotopijnie
rownowaznych, ale wysmienicie sobie radzi z odrdznieniem sfery od torusa.

Algebra liniowa

Notacja.

1. Przez 0 bedziemy oznaczaé zerowymiarowq przestrzen wektorowq. Innymi
stowy
0 =R = {0}

2. Przez W <V bedziemy oznaczaé fakt, ze W jest podprzestrzeniqg wektoro-
wg V.



Zadanie 3. Niech V = R? oraz
W={(z,y,2)eV]ax+y=0}<V
a) (2 punkty) Znajdz baze przestrzeni ilorazowej V/W i jej wymiar.

b) (3 punkty) Rozstrzygnij czy (1,2,1) + W = (—1,4,8) + W. (Obydwie
strony rownosci zyja w przestrzeni V/W).

Rozwigzanie.

a) W jest przestrzeniq dwuwwymiarowq rozpinang przez wektory (1, —1,0) oraz
(0,0,1). Zatem V/W jest jednowymiarowa przestrzeniqg wektorowq i jej
bazq jest dowolna warstwa v+ W, gdzie v ¢ W. Na przyktad v = (1,0,0).

b) u+W = v+ W wtedy i tylko wtedy gdy u—v € W. Obliczmy zatem réznice
(1,2,1) — (—1,4,8) = (2, -2, -7) € W, wiec wskazane warstwy sq réwne.

Komentarz. Nastepne zadanie wymaga najwiekszej ilosci pracy — bedgcej pro-
stymi obliczeniami. Nie lubie zadawaé zada7 tego rodzaju, ale sq ksztatcgce.
Z1ob je — zauwaz, Ze datem takie tylko jedno.

Zadanie 4. Rozwaz ciag odwzorowan przestrzeni wektorowych:

0 RS A R4 B LR2_9, R2 0

gdzie

01 0 -1 1 -1
’B_(O 10 1>’C_<1 1)

a) (4 punkty) Oblicz macierze BA, CB.

o O O
= O = O
O = OO

b) (1 punkt) Pokaz, 7ze im A < ker B oraz im B < ker C. (Jedli to trudne,
spojrz punkt wyzej).

c) (25 punktéw) Znajdz wymiary i przykladowe bazy nastepujacych prze-
strzeni:

ker A, ker B/im A, kerC/imB, R?/imC
Rozwigzanie.
a) BA=0 i CB = 0. Niestety trzeba wymnozyé.

b) Mamy BA = 0. Zatem dla v € im A bierzemy u takie, ze v = Au. Wowczas
Bv = BAu = 0u = 0, czyli v € ker B. Oczywiscie zardwno obraz jak
¢ jgdro sq przestrzeniami wektorowymi. Dowdd drugiego zawierania jest
catkowicie analogiczny.



¢) Liczymy wszystkie mozliwe przestrzenie:

ker A=0

kerB=1imA =

o m = { () ez}
mo={(") ver]

Mamy zatem ker A = ker B/im A = kerC/im B = 0 (pusta baza) oraz
R?/im C ~ R z pojedynczym wektorem bazowym x +1im C, gdzie x ¢ im C
(na przyktad x = (1,0)).

rx,y,z €R

< e s

Powiew homologii singularnej

Komentarz. To zadanie ma dtugg tresé, ale po odszyfrowaniu definicji staje
sie trywialne.
Clierpliwosé warto nagrodzié wieloma punktami.

Zadanie 5. Mamy zbior k + 1 symboli Sy = {[e;] | 0 < ¢ < k} nazywanych
zerowymiarowymsi sympleksami. Traktujemy je jako wektory bazowe przestrzeni
Vo = R**1 innymi slowy wolno nam pisa¢ wyrazenia postaci

3[eo] + V2[er] — 5[ea]

dodawaé je i mnozy¢ przez liczby rzeczywiste.

Nastepnie wprowadzamy zbior jednowymiarowych symplekséw S1 = {[e;, e;] |
0 < i < j < k}, ktore podobnie nalezy traktowaé jak wektory bazowe przestrze-
ni V; = R(*"). Podobnie mosna dodawaé takie kombinacje i mnozy¢ je przez
liczby rzeczywiste.

Ponadto wprowadzamy dodatkowe symbole [e;,e;] dla ¢ > j przyjmujac
lei, ej] = —[ej, e;]. (W szczegolnosci [e;, e;] = 0).

Kolejnym krokiem sg dwuwymiarowe sympleksy So = {[e;,ej,e;] | 0 < i <

k+1

Jj <1<k} 1iprzestrzen wektorowa Vo = R("3").

Podobnie wprowadzamy dodatkowe symbole [e;, e;, €;], ktore zmieniajg znak
przy zamianie dowolnych dwoch ,wspolrzednych”. Na przyktad

[60,61762] = *[60762,61] = [61762,60] = *[62,61760]

Wprowadzamy trzy funkcje liniowe nazywane brzegamsi

o)) o1 do

0

Va Vi Vo



poprzez zadanie ich wartosci na wektorach bazowych

dole;] =0
A lei €] = [e5] — [ei]
Doles, e5,e1] = [ej, e] — [es, er] + [ei, €]

Zauwaz, ze 0y o 01 = 0: dla dowolnego wektora bazowego [e;, e;] mamy
9o (0hlei, e5]) = do([e] — [e;]) = doler] = Boleo] =0 —0=0

a) (8 punktéow) Pokaz, ze 0, o o = 0. Innymi stowy rozwaz sympleks
[ei, €j, €] 1 rozpisz wyrazenie

01(0aei, 5, e1])
b) (7 punktéw) Wymysl (lub znajdz) wyrazenie na brzeg n-wymiarowego
sympleksu [eg, e1,. .., ep].
Rozwigzanie.

a) Liczymy:
O (02[ei, €5, e1]) = Oi([ej, er] —es, el +[eis €5]) = ([ed] —lej])— (e —[e])+([ej]—[ei]) = 0

b) W ogdlnosci

n
Onleo, ... en] = Z(—l)k[eo, ey €he1y €ty - -« En)
k=0

(Pomijamy k-tq ,wspdtrzednag”).

Komentarz. Mamy przestrzenie wektorowe oraz mamy przeksztatcenia liniowe,
ktorych ztozenie daje zero... Powinno sie to kojarzyé z Zadaniem 4.

Komentarz. Ponizsze zadanie jest koncepcyjnie wazne dla naszych warsztatow.
Ponownie nie ma nic trudnego, poza ¢wiczeniem cierpliwo$ci w czytaniu.

Zadanie 6. Rozwaz ciag przestrzeni wektorowych i funkcji liniowych

02 o1 do

Vs Vi Vo 0

takich, ze 0, o 0,41 = 0 dla wszystkich n. Innymi stowy im 0,41 < kerd,
i mozemy rozwazy¢ przestrzen ilorazowa

H, =kerd,/imd,11

nazywanej n-tq przestrzenig homologii.
Celem tego ¢wiczenia jest obliczenie przestrzenii homologii ciggu



1Ry R- 21ROy R LTy RCOLR 0

(10 punktéw) Uzupelnij wzor ponizej

H = 7 n=0
? n=1,2,3...

Rozwiazanie. Mamy Hy = R/0 ~ R. (Wymiar wskazuje jedna sktadowq tu-
kowej spdjnosci).

Dla n = 2k > 0 mamy H, = 0/0 ~ 0. Podobnie dla n = 2k + 1 mamy
H, =R/R ~ 0. (Wskazuje to na nieobecnosé ,n-wymiarowych dziur”).

Podsumowujgc
H, ~ R n=0
0 n=1,2,3...

Komentarz. Trywialne? Trywialne. Okaze sie, Ze to sq przestrzenie homolo-
gii przestrzeni Euklidesowych R*. Hy pokazuje, ze przestrzer Euklidesowa jest
(tukowo) spdjna, a pozostate H,, ze nie ma ,n-wymiarowych dziur”.



