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Zasady oceniania:
e rozwiazania nalezy przysyta¢ na adres: michal .kotowskil@gmail.com

e zrobienie zadan wymaga przyswojenia sobie niewielkiego kawalka teorii o ciatach i
wielomianach - nalezy przeczytaé (np. z Wikipedii), co to jest cialo (wystarczy sama
znajomosé definicji) oraz zapoznad sie z trescia $ciagawki o dzieleniu wielomianéw (link:
http://www.math.toronto.edu/ "michal/sciagawka.pdf)

e w razie trudnodci, niejasnosci, watpliwosci co do tresci zadan, znalezienia literowek itd.
- piszcie, pojawia sie dodatkowe wyjasnienia i/lub wskazowki

e w przypadku duzej liczby chetnych o kwalifikacji zadecyduje taczna liczba poprawnie
zrobionych zadan

Zadanie 1. (a) Ktore z ponizszych zbioréw (z naturalnymi dziataniami) sa ciatami, a ktére
nie (sprawdz tylko te aksjomaty, ktére nie sa od razu oczywiste):
e N (liczby naturalne)
e 7 (liczby catkowite)
e Q (liczby wymierne)

Q4 (liczby wymierne dodatnie)

R (liczby rzeczywiste)

Zs (zbior 0,1 z dodawaniem modulo 2)

Z3 (analogicznie j.w.)

e 7, (analogicznie j.w.)
Uogolnij ostatnie trzy przyktady.

(b) Dla p - liczby pierwszej, pokaz wielomian o wspoétczynnikach z Z,, ktory nie ma zadnych
pierwiastkéw w Z, (wskazéwka - co mozesz powiedzie¢ o wielkosci aP?).
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(e)

Rozpatrzmy wielomian f(z) = 22—x—1 nad Zy. Niech F' = Z[z]/(f) bedzie pierscieniem
ilorazowym modulo f (patrz $ciagawka). Pokaz, ze kazdy element F' mozna reprezento-
waé wielomianem nad Zs[z] stopnia co najwyzej 1. Ile elementéw ma F'? Pokaz, ze F
jest ciatem i wypisz tabelke mnozenia dla F'.

(podpunkt “z gwiazdka”, nieco trudniejszy) Uogdlnij konstrukeje z poprzedniego pod-
punktu,zastepujac Zs przez Z,, gdzie p # 2. (w razie probleméw z szukaniem odwrotnosci
w Zy|z]/(f) - przypomnie¢ sobie algorytm Euklidesa w formie ax 4+ by = NW D(a,b),
on dziata tez dla wielomianéw; w ostatecznosci zostawi¢ na pdzniej)

Czy nad kazdym ciatem skoriczonym moze istnie¢ wielomian o nie wszystkich wspot-
czynnikach zerowych zerujacy sie na kazdym elemencie tego ciata? Pokaz, ze dla kazdego
ciata skonczonego F istnieje wielomian, ktéry nie ma zadnych pierwiastkow w .

Zadanie 2.

(a)

Kodem poprawiajacym bledy nad Z, nazwiemy dowolny podzbior ' C Z7. Dla do-
wolnych dwoch elementéw z,y € C ich odlegtoécia Hamminga d(x,y) nazywamy liczbe
pozycji, na ktorych sie réznig (gdzie kazdy element traktujemy jako ciag n wyrazéw z
Zy). Zalozmy, ze kod C' ma te wlasnosé, ze kazde dwa jego elementy znajduja sie w
odlegtosci co najmniej d. Udowodni¢, ze:
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gdzie t = |41 ].

Rozpatrzmy kod C nad Z, otrzymany w nastepujacy sposob: kazdemu mozliwemu cig-
gowi (1, To, 3, 74) € {0,1}* przyporzadkowujemy ciag (1, T, T3, T4, To + T3 + T4, 1 +
x3 + x4, + o + x4). Elementami kodu sa wszystkie otrzymane w ten sposéb ciagi
z {0,1}7. Znalez¢é minimalng odlegto$¢ Hamminga miedzy dowolnymi dwoma elemen-
tami C'. Jak ma sie rozmiar kodu i minimalna odlegto$¢ do nieréwnosci z poprzedniego
podpunktu?

Zadanie 3.

Skoniczong plaszczyzng rzutowsg rzedu ¢ nazwiemy zbiér X o ¢ + g + 1 elementach,

zwanych punktami, wraz z rodzina podzbioréw X, oznaczana L i zwang rodzing prostych, o
nastepujacych wtasnosciach:

(1)
(2)
(a)

Kazda prosta zawiera doktadnie ¢ + 1 punktéw
Dowolne dwa punkty lezg na doktadnie jednej prostej

Udowodni¢, ze kazdy punkt lezy na doktadnie ¢ + 1 prostych, prostych jest doktadnie
q> + q + 1 oraz dowolne dwie proste przecinaja sic w dokladnie jednym punkcie.



(b) Podaé przyktad plaszczyzny rzutowej rzedu 2.

(c) (zréb tylko, jesli rozwigzale$/as juz pozostale zadania) Rozpatrzmy trojki elementéw
(w0, 21, x2), gdzie x; € Z, 1 q jest liczba pierwsza. Rozpatrzmy zbiér X ztozony z elemen-
téw oznaczanych [xg : 21 : x5] zdefiniowanych jako:

[0 : @1 : xa] = {(cxwo, cx1,CT2) : ¢ € Ly, c # 0}

gdzie zaktadamy, ze nie wszystkie xg, 1, 2 sa jednoczesnie rowne 0. Innymi stowy, dla
kazdej trojki (xq, 1, ) utozsamiamy z nia wszystkie trojki otrzymane z niej przez
pomnozenie przez niezerowy element z Zj.
Okreslamy zbiér £ jako ztozony z elementéw oznaczanych L(ag, a1, az) i zdefiniowanych
jako:

L(ag, a1,a2) = {[xo : 21 : @a] : agxo + a1y + agzy = 0}

dla wszystkich trojek takich, ze nie wszystkie ag, a1, as sa jednoczesnie roéwne 0.
Udowodnié¢, ze zbior punktéw X wraz ze zbiorem prostych £ tworzy ptaszczyzne rzutowa
rzedu q.

Zadanie 4.

Niech F, bedzie cialem skoniczonym mocy ¢. Niech X = {Xi,...,X,,} beda losowo
wybranymi elementami F, (by¢ moze z niejednostajnym rozktadem) - rodzine X nazwiemy
2-niezalezng, jesli dla dowolnych ¢ # j i dowolnych a, b € F, mamy:

P(X; =anX; =b) =P(X; = a)P(X; =b)

gdzie P(A) oznacza prawdopodobienstwo zajécia zdarzenia A. Innymi stowy, wszystkie ele-
menty X; (dalej: zmienne losowe) sa parami niezalezne - jest to wtasnosé stabsza od taczne;
niezaleznosci.

Analogicznie, rodzine zmiennych losowych nazywamy k-niezalezng, jesli dla dowolnych
i1,...,% oraz dowolnych ay, ..., a; € F, zachodzi:

k k
]P)(ﬂ Xij = aj) = H P(le = aj)
j=1 j=1
Niech Xy, X; beda niezaleznie i jednostajnie wylosowanymi elementami ;. Rozpatrzmy
rodzing zmiennych Y7, ..., Y, okreslong jako:
Yi = Xo + Xik

(a) pokaz, ze Y tworzg rodzine 2-niezaleznych zmiennych - jaki plynie pozytek z wpro-
wadzenia takich zmiennych, jesli naszym celem jest otrzymanie jak najwigckszej rodziny
2-niezaleznych zmiennych przy uzyciu jak najmniejszej liczby losowych bitéw? (poréwnajj
np. z sytuacja, gdy wszystkie Yj losujemy niezaleznie)
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(b) pokaz, ze Y}, nie sa 3-niezalezne
(c) uogdlnij te konstrukcje na rodzine zmiennych k-niezaleznych dla dowolnego k
Zadanie 5.

Przypusémy, ze n os6b posiada pewien sekret (losowo wybrang liczbe x € Z,), ktory chea
podzieli¢ na n czesci tak, aby:

e kazde k 0s6b na podstawie swoich czedci moglo odtworzy¢ sekret

e czesci posiadane przed dowolny podzbior ¢ < k oséb nie dawaty zadnej informacji o
sekrecie (tzn. z punktu widzenia tych oséb kazda warto$¢ sekretu jest réwnie prawdo-
podobna)

Jak mozna tego dokonaé¢? (wskazéwka: rozpatrz wielomian stopnia k& — 1 nad Z, o losowych
wspOtezynnikach)



