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Streszczenie
Ponizsze zadania zajmuja do$¢ duzo miejsca. Niektére wymagaja pomystu, inne
biegtosci rachunkowej. Nie oczekuje, ze wszyscy zrobig wszystko, ale zachecam
do préb, eksperymentéw i zadawania pytan. Gléwnym celem tej procedury nie
jest zrobienie przesiewu, a nauczenie Was pewnego formalizmu i przygotowanie do
zycia. Znaczy sie, zaje¢. Warsztaty maja stuzyé zabawie, zatem dobrej zabawy!

1 Relatywistyka

Antysystemowcy chca zwiekszy¢ maksymalng dopuszczalng predko$é w Polsce. Nie mo-
ze by¢ ona jednak za duza. Za zbyt duza predko$é¢ uznajemy taka, w ktérej Swiatto
zielone wyglada na czerwone lub odwrotnie. Jaka mogg maksymalna predko$é¢ zglosic
do przeglosowania?

Na zajeciach zajmiemy sie problemem redshiftu w grawitacji, wiec warto wiedzie¢ jak
wyglgda on w przypadku szczegolnej teorii wzglednosci.

2 Roéwnania rézniczkowe

Rozwiaz nastepujacy uklad réwnan:
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gdzie, f,h: U —]0,00[, U C]0, 0.
Jest to uklad, ktory faktycznie pojawi sie w naszych rozwazaniach, wiec warto poznaé
juz teraz jego rozwigzania.
PodpowiedZ: Proste operacje algebraiczne pozwalajq istotnie zmniejszyé poziom kompli-
kacji tych, na pozér strasznych, rownan.
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3 Geometria rézniczkowa - elementy

Przed zapoznaniem sie z dalszq czeScig zadan zapraszam do zerkniecia do skryptu lub
innego zamieszczonego materiatu. Wszystkie ponizsze pojecia sg tam wyjasnione.

W calej tej sekcji (M, g) oznacza pseudoriemannowska rozmaito$é z metryka o sygna-
turze (— + ++) , Vg jest koneksja Levi - Cevity, a £ to pochodna Lie, obowiazuje
konwencja sumacyjna, chyba ze stwierdzono inaczej.



3.1 Rozmaitosci

Dokonujac transformacji wspéhrzednych wyraz metryke euklidesowg na R? we wspél-
rzednych sferycznych. Czy jest ona wszedzie dobrze okreslona?
Bedziemy kilkakrotnie wspdlrzedne zmieniad, wiec to konieczne ¢wiczenie rachunkowe.

3.2 Wektory
Niech f,g: M — R oraz 1 € T,(M). Pokaz, ze:

p(fg) = f(p)i(g) + i(f)g(p)

Niech X, Y beda polami wektorowymi. Pokaz, ze:
(X, fY]=fIX. Y]+ X(f)Y

Tlumaczenie:

Poniewaz Y jest polem wektorowym (czyli funkcjg M 2 p— Y, € T,M), a f funkcjq,
to fY tez jest polem wektorowym. Konkretniej, przenosi ono M 3 p — f(p)-Y, € T,M.
To takie skalowanie, ktore wektory w réznych punktach wydiuza w inny sposcb.

Z kolei X(f) to skrécony zapis na funkcje M > p— X,(f) € R.

3.3 Tensory

Zazwyczaj w OTW zaklada sie, ze tensor energii - pedu spelnia jaki§ warunek, aby by¢
uznanym za fizyczny. Jedng z mozliwosci jest tak zwany staby warunek energetyczny:

Topv®o? >0

Dla kazdego wektora czasowego v. Szukate$ wektoréw i wartosci wlasnych tegoz tensora
i znalaztes:
T, é’vf = A\

Przy czym vy jest czasowy, a vy, va, v3 przestrzenne. Jakie nieréwnosci musza spetniaé¢ A;,
aby zachodzil staby warunek energetyczny? Mozesz dla uproszczenia zalozyé, ze wszyst-
kie wartosci wlasne sa rézne.

Podpowiedz: to zadanie ma na celu oswojenie sie z notacjg sumacyjng i abstract index
notation, a nie sprawdzenie znajomosci algebry.

Podpowiedz2: Sprébuj przedstawié dowolny wektor czasowy przy pomocy wektorow wia-
snych tensora Ti*.

Tensor energii pedu (jak kazdy inny tensor) zadany jest przez swoje dzialanie na wekto-
rach. Na razie powiem tyle, ze jezeli gqpu®u®’ = —1, to mozna mysleé, ze mamy fizycznego
obserwatora ktéry porusza sie po krzywej calkowej zadanej przez u. Wéwczas Tpu®ub
jest gestoscia energii mierzona przez tego obserwatora. Wiecej na ten temat powiemy
sobie na warsztatach.

3.4 Pochodne i wektory Killinga

Wyznacz 3 liniowo niezalezne wektory Killinga rozmaitosci zadanej we wspétrzednych
kartezjanskich warunkiem:

S={(z,y,2) eER®: 2?4 9? + 22 =1}

Hint: to sfera zanurzona w R3. Jaka jest metryka na sferze? (Mozesz positkowaé sie
zadaniem 3.1) Podpowiedz2: Jezeli metryka nie zalezy jawnie od ktdrejs wspélrzednej x,



to 0, jest wektorem Killinga.

To bardzo wazne zadanie, poniewaz bedziemy szukac sferycznie symetrycznej metryki,
wiec musimy najpierw sie dowiedzie¢ co to znaczy.

Wyznacz Lxg.

Prowadzi to do pewnych réwnan rozniczkowych, ktore muszq spetniaé wektory Killinga.
Wykorzystamy ten rezultat, gdy bedziemy poszukiwaé metryk z zadanymi symetriamsi.
Pokaz, ze jezeli Lxg = 0, to V(X3 = 0 oraz U* X, = const. (wzdtuz geodezyjnej!)
Rezultat ten lgczy symetrie czasoprzestrzeni z zasadami zachowania i pozwoli nam na
bezbolesny opis ruchu cial swobodnych.

Niech V' bedzie polem wektorowym. Pokaz, ze:
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gdzie g jest wyznacznikiem metryki.
Zaleinosé ta zachodzi dla dowolnej rozmaitosci i jest bardzo przydatna w tak zwanym
Zyciu.

3.5 Tensory Riemanna i Ricciego, ré6wnanie Einsteina

Wyznacz tensor Riemanna dla nastepujacej metryki:
ds? = —a?2%dt® + dz® + dy® + d7°

zdefiniowanej na {x > 0,¢,y,z € R}.

Widze przynajmniej dwa istotnie réine sposoby rozwigzania tego zadania. Oba sposoby
(oczywiscie dla innej metryki) zostang uzyte podczas warsztatow.

Pokaz, ze réwnanie Einsteina w prézni bez statej kosmologicznej jest réwnowazne:

Ry =0

Jest to, jak widac, odrobine prostsza forma, wiec przyda nam sie to na warsztatach.
Niech T},, spetnia zerowy warunek energetyczny, to znaczy dla kazdego zerowego wektora
I* zachodzi:

T M >0

Pokaz, ze wtedy zachodzi:
R, IM" <0

Nie bedziemy, przynajmniej planowo, korzystac z tej nieréwnosci, ale jest ona absolut-
nie konteczna przy analizie rownania Raychaudhuri dla zerowych geodezyjnych, ktore to
stanowi fundament najwazniejszych twierdzen ogdlnej teorii wzglednosci.

4 Zadania otwarte

Opisz swoje dotychczasowe do$wiadczenia z OTW. Pozwoli to lepiej dopasowaé program
do poziomu uczestnikow. Jezeli chcesz programowaé ostatniego dnia, koniecznie napisz
w jakim jezyku!

Tu mozesz wpisa¢ absolutnie wszystkie rzeczy, ktore przychodza Ci do glowy i ktoéry-
mi chcesz si¢ podzielié. (Moga one, ale nie musza, mie¢ wplyw na proces kwalifikacji)
W szczegdlnosei, bardzo zalezy mi na tym, aby$ napisal(a) czego od tych warsztatéw
oczekujesz.



