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Informacje wstepne:

1.

Zadania wysylamy na adres radrowicki@gmail.com. Chcialbym, zeby w te-
macie wiadomosci byto zawarte stowo “WWW?” a w tresci imie i nazwisko
kandydata.

Wszystkie zadania typu “napisz funkcje” mozna zaprogramowaé¢ w dowolnym
jezyku programowania (ale w takim, w ktérym w ogole wystepuja funkcje lub
metody...), pseudokodzie lub matematyce bez uzywania jakichkolwiek pe-
tli i tym bardziej instrukcji goto. Mozna natomiast korzystac¢ z rekurencji.

. Nie trzeba zrobi¢ wszystkich zadan, ale warto przynajmniej sprobowac.

Nie korzystamy z chamskich gotowcow (jak jest polecenie 'napisz funkcje ktora
mnozy’ oczywiste jest, ze nie korzystamy z mnozenia ani dzielenia).

Przy rozwiazaniach w prawdziwych jezykach programowania liczba rzeczywi-
sta moze by¢ interpretowana jako dowolny typ zmiennoprzecinkowy.

Polecam niektore punkty opisa¢ matematycznie lub pseudokodem, gdyz wiele
typowych jezykéw programowania nie dopuszcza przyjmowania funkcji jako
argumentu. Jednakze nie mam nic przeciwko rozwiazaniom typu opakowanie
funkeji w klase, uzycie wskaznikow na funkcje, lambdy z Java8/C++11 itp.
Jesli jednak chcesz mie¢ mozliwosé fizycznego przetestowania swojej imple-
mentacji, to z powszechnie znanych jezykéw powinien nadac sie JavaScript.

W razie jakichkolwiek watpliwosci - pisz.



Zad 1. Napisz funkcje ktora:

1. Przyjmie liczbe naturalng n i zwréci liczbe naturalna, ktora jest najblizej /n.

(3 pkt)

2. Przyjmie funkcje f € (R — R) i zwroci funkcje o takiej samej dziedzinie
i przeciwdziedzinie, ktorej wykres otrzymuje si¢ przez przesuniecie wykresu
funkeji f w lewo o 1 1 dwukrotnym splaszczeniu (powinowactwo prostokatne)
w pionie. (4 pkt)

3. Przyjmie wartos¢ rzeczywista € i zwrdci funkcje, ktora przyjmuje funkcje i
zwraca funkcje, ktora jest jej ilorazem réznicowym (pochodna) przy zadanym
e. (5 pkt)

Zad 2. Dowiedz si¢, czym jest rekurencja ogonowa oraz zlozonoS¢ czasowa 1 pa-
miectowa algorytmu i opisz mi swoimi stowami, na czym to polega. Zalezy mi na
tym, by$ udowodnit mi, ze rozumiesz o co chodzi, wiec licze na do$¢ nieformalne
wyttumaczenie. (po 2 pkt)

Zad 3. Wyposazony w wiedze z poprzedniego zadania, napisz funkcje (zwazajac na
zadang ztozonos¢) ktora:
1. Obliczy silnie n.

e Czasowa: O(n), Pamieciowa stata (3 pkt)
e Czasowa: O(n), Pamieciowa O(n) (1 pkt)

2. Obliczy k-ta potege liczby n.

e Czasowa: O(log, k), Pamieciowa stata (6 pkt)

e Czasowa: O(log, k), Pamigciowa O(log, k) (4 pkt)
e Crzasowa: O(k), Pamieciowa stata (3 pkt)

e Czasowa: O(k), Pamieciowa O(k) (1 pkt)

W kazdym podpunkcie oceniony bedzie tylko najwyzej punktowany wariant.

Zad 4. Okredl typ! obiektu?:
1. Funkcja z zadania 1, pkt. 3. (3 pkt)
2. f gdzie f(x) = g, gdzie g(y) = x + y. (3 pkt)
3. f(5) gdzie f(x) = g, gdzie g(y) = x + y. (2 pkt)
4. f(5)(6) gdzie f(x) = g, gdzie g(y) =z +y. (1 pkt)

!To zadanie moze wygladaé¢ doéé niejednoznacznie, wiec zeby uniknaé watpliwosci, typem
obiektu f bedziemy nazywaé taki zbior A, ze f € A oraz A jesteSmy w stanie zdefiniowa¢ bez
uzycia nawiasow klamrowych (tj. {f} nie przejdzie...)

2To niekoniecznie musi byé¢ funkcja




5. AMf Az f(fz). (3 pkt)

Zad 5. Pokaz, ze zbiory A — (B — C) oraz (A x B) — C maja zawsze tyle samo
elementow (tzn. istnieje bijekcja miedzy nimi). (3 pkt)

Zad 6*. (dla ambitnych i ciekawskich) Zapomnijmy na razie o calej arytmetyce,
jaka znamy. Wyobrazmy sobie, ze zyjemy w $wiecie, gdzie w matematyce znane sg
jedynie funkcje, zbiory i logika.

Zdecydowanie brakuje nam tu liczb. Zeby spemié¢ ludzkie minimum socjalne,
potrzebujemy chociazby tych 'naturalnych’, 'ludzkich’, takich jak dwa, trzy, sto.
Jako herosi naszej wymyslonej krainy postanawiamy co$ z tym zrobi¢ i uratowaé
ludzkos¢ od wiecznego nieliczenia.

Od czegos trzeba zacza¢ - zatem zacznijmy od niczego. Zdefiniujmy sobie zero
lub 0 jako nic. Niestety to zbyt mato - na $wiecie bywaja rézne obiekty, ktore by-
najmniej nie sg ‘niczym’. Potrzebujemy jakiego$ narzedzia do ich zliczania. Musimy
zatem utworzy¢ do tego pewien zbioér, ktéry nazwiemy majestatycznie zbiorem liczb
naturalnych i bedziemy oznacza¢ go N. Okreslimy teraz 5 aksjomatow, czyli po-
wszechnych prawd przyjetych w ramach definicji naszego zbioru:

1. 0 jest liczba naturalna.

2. Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje inna liczba naturalna, ktora jest jej
nastepnikiem i oznaczymy ja s(n) (jak widac s jest funkcja N — N).

3. 0 nie jest nastepnikiem zadnej liczby naturalne;j.
4. Jesli liczby naturalne n i m maja rowne nastepniki, to sa sobie réwne.
5. (Aksjomat indukcji) Jesli
e Pewna forma zdaniowa (twierdzenie, prawda) W jest prawdziwa dla 0
o 7 faktu, ze W jest prawdziwe dla n wynika, iz jest tez prawdziwe dla s(n)
to W jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalne;.

Super! Mamy liczby! Mozemy teraz si¢ nimi bawi¢: niech 1 = s(0), 2 = s(1) =
s(s(0)) itd. Ale wciaz brakuje nam wielu innych waznych rzeczy. Nie znamy doda-
wania, mnozenia, odejmowania i masy prawd, ktére w realnym swiecie sa oczywiste.
Ze zdefiniowaniem dwoch pierwszych chetnie Ci pomoge:

Dodawanie:

a+0=a

a+ s(b) =s(a+b)

Mnozenie:
ax0=0

axsb)=axb+a

Ale dalej musisz poradzi¢ sobie sam.



Zadania:

10.
11.

12.

. Udowodnij, ze a + 1 = s(a)

. Udowodnij, ze 0 + a = a (to nie jest czes¢ definicji dodawanial)
. Udowodnij, ze 2 + 2 = 4. Przyjmijmy 4 = s(s(s(s(0)))).

. Udowodnij, ze 2% 2 =4

. Udowodnij, ze a x 1 = a

Okresl, kiedy jedna liczba jest mniejsza (badz mniejsza-rowna) od drugiej

* Zdefiniuj modut (wartosé bezwzgledng) z roznicy dwoch liczb (nie mamy liczb
ujemnych, stad modut a nie zwyklte odejmowanie)

* Udowodnij, ze dodawanie jest taczne, tj (a +b) +c=a+ (b+ ¢)
* Udowodnij, ze dodawanie jest przemienne, tj a +b =0+ a

** Udowodnij, ze (a+b)xc=axc+bxc

** Udowodnij, ze mnozenie jest taczne

** Udowodnij, ze mnozenie jest przemienne

Jak wyobrazasz sobie definicje liczb catkowitych i wymiernych w naszym syste-
mie? Czy mozliwe jest okreslenie liczb rzeczywistych? Jesli tak, to w jaki sposob?
Jesli nie, to dlaczego?

To zadanie jest nieobowiazkowe. Zrobienie go w calosci (lub prawie calosci)
sprawi, ze nie bedziesz sie specjalnie musial martwi¢ o pozostate zadania. Mimo
to prosze, by$ przynajmniej sprobowal zrobi¢ z kazdego z pozostatych zadan cho-
ciaz po jednym przyktadzie.



