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Rozwiazania nalezy wystaé¢ do konca maja, na adres m.tarnowski95@Qgmail.com.
Mi pasuja tez poézniejsze terminy, ale organizatorzy wyznaczyli date z gory.
Mozna wysylaé je na raty, porcjami — dla oszczednosci czasu.

Przy rozwiagzywaniu jak najbardziej mozna positkowaé sie zewnetrznymi zré-
dlami — jak Internet, ksigzki, a w pewnym zakresie nawet inny cztowiek. Kan-
dydaci po prostu maja przed warsztatami umie¢ rozwiazac¢ te zadania (przynaj-
mniej cze$¢). Nie ma znaczenia, czy potrafia to zrobi¢ od reki i,z gtowy” (bo
np. znali te tematy wczesniej), czy musza sie tego dopiero douczy¢ — koricowy
efekt jest taki sam. Chce tylko uniknaé¢ sytuacji, gdzie ktos robi zadania za
kandydata albo dyktuje mu odpowiedzi.

Kolejnosé zadan nie odpowiada poziomowi trudnosci. Kolejno$é nie odpo-
wiada tez $cidle zalezno$ci logicznej — sporo zadain z D mozna rozwiazaé bez
patrzenia na ktoérakolwiek poprzednia czesé. Zadan jest sporo (troche wiecej
niz na inne warsztaty). Na szczeScie kazde rozwigzanie jest dosé¢ krotkie, tzn.
zajmuje linijke lub kilka.

Wiecej informacji podano w uwagach koricowych.

Czes$é A — uklady réwnan liniowych z dwiema nie-
wiadomymi

1. Czy istnieja uklady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi, ktoére
maja:

(a) nieskoriczenie wiele rozwiazan i kazda (dowolna) para liczb jest roz-
wigzaniem,

(b) nieskoniczenie wiele rozwiazari, ale nie kazda para liczb jest rozwia-
zaniem,

(¢) doktadnie dwa rozwiazania,

(d) dokladnie jedno rozwiazanie,



(e) zero rozwiazan?

Odpowiedz uzasadnij — przyktadem, jesli jest twierdzaca, lub dowodem,
jesli jest przeczaca. Mozesz podawaé uklady dowolnej liczby réwnan (co
najmniej dwoch) — ale z doktadnie dwiema niewiadomymi. Uwaga: tau-
tologie (tozsamosci) tez sa brane za réwnania z dwiema niewiadomymi.

Czesé B — dziatania na wektorach plaskich

Istnieja dwie definicje wektora na plaszczyznie — geometryczna i analityczna
(algebraiczna).

e Definicja geometryczna to ,strzateczka”, czyli uporzadkowana para punk-
tow na plaszczyznie, tzw. wektor zaczepiony. Dalej zaklada sie, ze ta
strzaltka jest zawsze zaczepiona w umownym punkcie O — poczatku uktadu
wspolrzednch.

Taka strzatka ma swoja wielkos¢ (modutl, dlugosé), kierunek oraz zwrot.

e Definicja analityczna (algebraiczna) to uporzadkowana para liczb, zwa-
nych skltadowymi wektora: @ := (u1, ug).

1. Uzasadnij, dlaczego te definicje mozna traktowaé jako rownowazne.

2. Podaj dwie definicje dodawania wektoréow plaskich — geometryczna i ana-
lityczna (algebraiczng). Czemu sa rownowazne (izomorficzne)?

3. Sprawdz wlasnosci dodawania wektoréow — korzystajac z tej definicji, ktora
uwazasz za wygodniejsza (np. podstawiajac do niej):

(a) tacznosé, tzn. Vi, v, 4 : (4 + 0) + & = 4 + (¥ + &) (dzieki czemu nie
trzeba nawiasowac),

(b) istnienie wektora zerowego (elementu neutralnego): 0+ = @+0 = @,
tzn. wskaz go,

—

(c) istnienie wektora przeciwnego, tzn. @ + v’ = u/ + @ = 0. Wektor
przeciwny oznacza sie przez —u.

(d) przemienno$é¢ dodawania wektorow: @ + ¢ = ¥ + 4.
(e) Udowodnij, ze istnieje doktadnie jeden wektor zerowy (podpowiedz:
wystarczy udowodnié, ze dowolne dwa wektory zerowe sa sobie rowne).
(f) Udowodnij, ze dla kazdego wektora istnieje dokladnie jeden wektor
przeciwny (podpowiedZ analogiczna jak podpunkt wyzej).
4. (a) Podaj wzor na iloczyn wektora przez liczbe rzeczywista, ad.
(b) Sprawdz wtasnosci tego dzialania:

—

i. rozdzielnos¢ wzgledem dodawania skalarow: (a + b)d = a@ + b,



ii. rozdzielne wzgledem dodawania wektorow: a(@ + ¥) = ai + a7,
iii. ,tacznose”, tzn. a(bi) = (ab)d,
iv. to, ze ma jedynke (element neutralny): 14 = 4.

(c) Korzystajac tylko z pokazanych wtasnosci (bez jawnego wzoru), po-

kaz ze:
i. 04 =0,
i (1) = —i.

(d) Korzystajac tylko z pokazanych wlasnosci mnozenia (podpunkty (b)-
(¢) w tym zadaniu), pokaz ze dodawanie wektorow musi by¢ prze-
mienne.

Czesé C — liniowo$é funkcji rzeczywistych

Jak sugeruje tytut sekcji — zadania dotycza tylko funkcji R — R.

1. (a) Podaj definicje! funkcji addytywnej i jednorodne;j.
(b) Podaj przyklad funkcji addytywnej i przyktad funkcji jednorodne;.
(¢) Podaj przyktad funkcji, ktora nie jest ani addytywna, ani jednorodna.
2. (a) Czy funkcje addytywne moga zachowywaé zero, tzn. czy zero moze

by¢ ich punktem stalym? Symbolicznie: czy moze zajsé réwnosé
f(0) =07

(b) Jesli funkcje addytywne moga zachowywac zero, to czy musza? Tzn.
czy powyzsza rownosé jest zawsze prawdziwa?

(¢) Analogicznie: czy funkcja jednorodna moze zachowywaé zero?

(d) Jesli tak, to czy musi?

(e) Podaj przyktad funkcji zachowujacej zero, ktora nie jest ani addy-
tywna, ani jednorodna.

3. (a) Czy funkcja jednorodna musi by¢ addytywna?

(b) Czy implikacja zachodzi w druga strone, tzn. czy funkcja addytywna
musi by¢ jednorodna? Mozna positkowaé sie literatura.

(¢) Zadanie z gwiazdka (Swiateczne): czy funkcja jednorodna w ogédlnosci
musi by¢ addytywna? Mozna rozwazaé inne dziedziny funkcji niz
prosta rzeczywista.

4. Pokaz, ze jesli funkcja jest jednoczesnie addytywna i jednorodna, to zacho-
wuje robwnania liniowe. To znaczy sprawdz, ze po zadzialaniu taka funkcja
stronami na rownanie Ax + By = C' otrzymuje sie réwnanie, ktore tez jest
liniowe, ze wzgledu na nowe zmienne.

LChodzi definicje uzywane w algebrze liniowej, a nie o te z teorii liczb, analizy czy algebry
wielomianow.



Czes¢ D — sktadanie funkcji rzeczywistych

Ta cze$¢ ma przygotowaé do dziatan na odwzorowaniach liniowych i ich macie-
rzach. Jest wiele analogii miedzy nimi a znajomymi ze szkolty funkcjami zmien-
nej rzeczywistej.

1. Dla funkcji rzeczywistych f,g: R — R podaj definicje ich zlozenia f o g.
2. Czy skladanie funkcji jest taczne? Uzasadnij.

3. Czy skladanie funkcji moze by¢ przemienne? Czy zawsze takie jest? Uza-
sadnij.

Jesli dla dwoch funkceji sktadanie jest przemienne, tzn. jesli fog =g o f, to
mowi sie, ze te funkcje komutuja. Jest to relacja zwrotna, tzn. kazda funkcja
komutuje ze soba. Ta relacja miedzy funkcjami jest tez symetryczna, tzn. nie
wyroznia zadnej kolejnosci: f komutuje z g wtedy i tylko wtedy (wtw.), gdy
g komutuje z f.

4. Czy istniejg trzy funkcje, ktore parami komutuja? OdpowiedZ uzasadnij:
przyktadem, jesli jest twierdzaca, albo dowodem, jesli jest przeczaca. Jesli
potwierdzasz, to podaj wiecej niz jeden przyktad.

W takiej sytuacji méwi sie, ze relacja jest przechodnia dla tego konkret-
nego zbioru. Tzn. jesli f jest w tej relacjiz gi g z h, to f jest w tej relacji
z h.

5. Czy relacja komutacji (przemiennosci) w ogolnosci jest przechodnia? In-
nymi stowy: jesli f komutuje z g, a g komutuje z h, to czy f musi ko-
mutowaé z h? Odpowiedz uzasadnij: dowodem, jesli jest twierdzaca, albo
kontrprzyktadem, jesli jest przeczaca.

6. (a) Pokaz, ze zlozenie funkcji addytywnych jest addytywne.
(b) Pokaz, ze zlozenie funkcji jednorodnych jest jednorodne.

(c) Pokaz, ze zlozenie funkcji zachowujacych zero réowniez zachowuje
Z€rO.

Uwagi konicowe

Rozwiazania moga by¢ w dowolnym czytelnym formacie. Moze by¢ LaTeX |[la-
tech|, np. ShareLaTeX — kompilator online, ktorym zrobiono ten dokument.
Moze by¢ TeXLive — kompilator offline. Moze by¢ Word (MS Office), Wri-
ter (Open Office / Libre Office), a nawet pismo reczne — czy to na papierze,
czy to w programie graficznym jak MS Paint. Mozliwe sa tez hybrydy, np.
tekst w Wordzie ze wzorami wstawionymi jako grafiki — zrobione w LaTeX-u
lub pisane recznie. Jeszcze raz podkresle: najwazniejsza jest czytelnosé, a nie
platforma.

Nie trzeba sie przejmowaé niskim wynikiem — prog przyjecia tez powinien
by¢ niski.



