1 Wstep

Celem tych zadan jest oswojenie Cie z pojeciami, z ktorych bedziemy korzystac
na warsztatach - zatem sprobuj rozwiazaé¢ wszystkie zadania, nabyta wiedza
okaze si¢ pomocnal

Zadna dodatkowa literatura nie powinna by¢ potrzebna do rozwiazania tych
zadan, jednak w razie probleméw z zadaniami, sugestii zmian lub checi zoba-
czenia okreslonych kategorii na warsztatach, zachecamy do kontaktu.

Obok kazdego zadania znajduje sie liczba punktow, jakie planujemy za nie
przyznaé. Nie wykluczamy jednak zmian w punktacji. Za szczegodlnie eleganckie
rozwiazanie bedziemy przyznawaé¢ dodatkowe punkty, wedle wlasnego poczucia
estetyki.

2 Kategorie

Kategorig nazywamy kolekcje ! obiektow A, B, C ..., taka, ze dla kazdych dwoch
obiektow A, B istnieje zbiér Hom(A, B) morfizméw z A do B. Na ogdl pisze-
my f : A — B zamiast f € Hom(A, B). Zaktadamy tez, ze istnieje operacja
sktadania morfizmoéow o posiadajaca nastepujace wlasnosci:

1. Jesli f: A— Boraz g: B — C, to istnieje morfizm go f : A — C.

2. Dla dowolnych trzech morfizméw f: A — B,g: B — C,h: C' — D mamy
rownosé: (hog)o f=ho(go f).

3. Dla kazdego obiektu X istnieje morfizm Idyx : X — X, taki ze dla kazdego
morfizmu f: A — B mamy Idgo f = f = folda.

1. [8] Niech obiektami beda zbiory, morfizmami funkcje, a operacja o zlozenie
funkcji?. Pokaz, ze jest to kategoria dowodzac, ze:

1. dla dowolnych zbioréw A, B, wszystkie funkcje z A do B tworza zbidr
(nazywany Hom(A, B)).

2. dla dowolnych trzech funkcji f: A — B,g: B — C,h : C — D mamy
rownosé: (hog)o f=ho(go f).

3. dla kazdego zbioru X znajdz funkcje® Id x taka, ze dla dowolnej f : A — B
mamy Idgo f = f = foldya.

Kategorie te nazywamy Set.

IMozna mysleé o tym jak o zbiorze, do ktérego mozna wiozyé dowolnie duzo elementéw.
Zainteresowanych jak uniknaé¢ paradoksu zbioru wszystkich zbioréw odsylamy do teorii klas
Morse’a-Kelleya.

2Cé6z za niezwykly zbieg okolicznosci - to ten sam symbol!

3Ciekawe jak si¢ moze nazywac...



3 Morfizmy

3.1 Epimorfizmy

Niech f: A — B bedzie morfizmem. Mowimy, ze f jest epimorfizmem jesli dla
dowolnego obiektu C' oraz morfizméw g,g' : B — C z réwnosci go f = g o f
wynika, ze g = ¢'.

2. [4] Pokaz, ze jesli f : A — B oraz g : B — C sa epimorfizmami, to go f tez
jest epimorfizmem.

3. [4] Pokaz, ze w kategorii Set epimorfizmy to dokladnie surjekcje (kazdy
epimorfizm jest surjekcja, a kazda surjekcja epimorfizmem).

Jako, ze obiektami kategorii nie musza by¢ zbiory, pojecie "funkcji na" w
0g6lnosci moze nie mieé¢ sensu, dlatego zdanie "kazdy epimorfizm to surjekcja"
nie musi mie¢ sensu. Okazuje sie, ze nawet jesli obiektami sa pewne zbiory, nie
musi to by¢ prawda.

4. [5] Skonstruuj kategorie, ktorej obiektami sa pewne zbiory (tak wiec pojecie
surjekcji ma sens), natomiast istnieje epimorfizm niebedacy surjekcja.

3.2 Monomorfizmy

Niech f: A — B bedzie morfizmem. Méwimy, ze f is monomorfizmem jesli dla
dowolnego obiektu C oraz morfizmow g,¢’ : X — A z réwnosci fog = fog
wynika, ze g = ¢'.

5. [1] Pokaz, ze jesli f : A — B oraz g : B — C' sa monomorfizmami, to g o f
tez jest monomorfizmem.

6. [1] Pokaz, ze w kategorii Set monomorfizmy to dokladnie iniekcje (kazdy
monomorfizm jest iniekcja, a kazda iniekcja monomorfizmem).

7. [1] Skonstruuj kategorie, ktorej obiektami sa pewne zbiory (tak wiec pojecie
iniekcji ma sens), natomiast istnieje monomorfizm niebedacy iniekcja.

3.3 Izomorfizmy

Niech f: A — B bedzie morfizmem. Jesli istnieje ' : B — A takie, ze fo f' =
Idg oraz f' o f =1d 4, to f nazywamy izomorfizmem.



8. Bedziemy wykorzystywaé izomorfizmy do utozsamiania pewnych przestrze-

ni. W tym celu przydadzqg nam sie wtasnosci podobne do tych wystepujgcych w

definicji relacji réwnowaznosci *.

[4] Pokaz, ze:
1. dla kazdego obiektu A istnieje izomorfizm z A do A.
2. jesli istnieje izomorfizm z A do B, to istnieje tez izomorfizm z B do A.

3. jesli istnieje izomorfizm z A do B oraz z B do C, to istnieje tez izomorfizm
z Ado C.

9. To zadanie ma przekonacé Cie, zZe znasz juz sporo wtasnosci izomorfizmow.
3]

1. Pokaz, ze kazdy izomorfizm jest monomorfizmem oraz epimorfizmem.

2. Skonstruuj kategorie, dowodzaca, ze twierdzenie odwrotne nie jest praw-
dziwe (czyli, ze istnieje morfizm bedacy epimorfizmem i monomorfizmem,
natomiast nie izomorfizmem).

10. [1] Czym sa izomorfizmy w kategorii Set?

4 Kategoria Set, i funktory

Zbiorem z wyrdznionym punktem nazywamy pare (X, x), gdzie X jest zbiorem,
a x jakims jego elementem (czyli x € X). Przeksztalceniem miedzy zbiorami
z wyrdznionymi punktami (X, z) oraz (Y,y) (zapisywanym jako f : (X,z) —
(Y, y)) nazwiemy funkcje f : X — Y taka, ze f(z) = y.

11. [5] Pokaz, ze zbiory z wyrdznionym punktem wraz z wymienionymi funk-
cjami tworza kategorie. Nazywamy ja Set,.

Funktorem nazywamy regule ¢, ® ktéra kazdemu obiektowi A w kategorii C
przypisuje obiekt ((A) w kategorii D, a kazdemu morfizmowi f € Hom(A, B)

4Nazwanie "dokladnosci do izomorfizmu" relacja réwnowaznosci jest kuszace, natomiast
relacje rownowaznosci okreslone sa na zbiorach. Kolekcja obiektow kategorii na ogoél jest za
duza do bycia zbiorem.

57 przyczyn teoriomnogosciowych nie jest to funkcja (trudno okresli¢ iloczyn kartezjanski
dwoch kolekcji, a co dopiero wybraé z niej (pod)zbior).



w kategorii C przypisuje morfizm ((f) € Hom(¢(A), ((B)) w kategorii D zacho-
wujac zlozenie 6 :

C(fog)=<(f)oclg)

12. [3] Rozwazmy kategorie Set, oraz Set i wprowadzmy funktor” ((X,z) =
X, ktory zamienia zbiory z wyr6éznionym punktem na zbiory.

1. Na co przechodzi funkcja f : (X, z) — (Y, y)?

2. Pokaz, ze ( jest funktorem (znaczy, ze zachowuje ztozenie).

5 Grupy
Grupa to para (G, *), gdzie G jest zbiorem, a funkcja * : G x G — G (bedziemy
pisa¢ g * h lub gh zamiast %(g, h)) ma nastepujace wlasnosci:

1. istnieje element e € G taki, ze ge = eg = g dla kazdego g € G. Bedziemy
nazywaé go elementem neutralnym.

2. dla kazdego g € G istnieje element g € G taki, ze gg = gg = e. Zazwyczaj
piszemy ¢~! zamiast § oraz nazywamy go elementem odwrotnym do g.

3. dla dowolnych f,g,h € G zachodzi réwnosé (fg)h = f(gh).

13. [3] Rozstrzygnij czy nastepujace zbiory z dzialaniami sa grupami:

BN s T

on,0), gdzie 0, oznacza zbiér permutacji ® zbioru n-elementowego, a o
jest zwyklym zlozeniem funkcji

6Tak naprawde w kategorii C mamy jedno zlozenie - oc, a w kategorii jakie$ zupetnie inne
- op. Dlatego tez kto§ moglby napisaé

C(focg)=¢(f)op ¢(9)-
My nie bedziemy tego robic.
"Bedac bardzo formalnymi, powinno si¢ napisaé¢ ¢((X, z)), bo (X, z) jest przeksztalcanym
obiektem, wiec powinien sta¢ w dodatkowych nawiasach.
8Permutacja zbioru X to bijekcja X — X.



14. [4] Dlaczego:
1. istnieje doktadnie jeden element neutralny?

2. dla kazdego elementu g istnieje doktadnie jeden element odwrotny?

5.1 Homomorfizmy

Jesli G oraz H sy grupami, to funkcje f : G — H nazywamy homomorfizmem
jesli f(gh) = f(g)f(h) dla kazdych g,h € G. ?

15. [4] Pokaz, ze jesli f : G — H jest homomorfizmem, to f(g~t) = f(g)~!
oraz f(e) =€, gdzie e € G, e € H oznaczaja elementy neutralne odpowiednich
grup.

16. [3] Pokaz, ze grupy wraz z homomorfizmami tworza kategorie. Nazywamy
ja Grp.

17. [2] Wykaz, ze izomorfizmy w Grp to dokladnie bijektywne homomorfizmy.

18. [8] Ile jest, z doktadnoscia do izomorfizmu *° | grup:
1. o dwoch elementach?
2. o trzech elementach?
3. o czterech elementach?

PodpowiedZ: pomysl nad ograniczeniami jakie narzuca taczno$é mnozenia oraz
istnienie elementu odwrotnego.

6 Topologia

6.1 Przeciwobraz funkcji

Niech f: X — Y bedzie funkcja. Definiujemy pojecia:

9Zauwaz, ze nie piszemy juz symbolu "mnozenia"

10To znaczy, ze nie rozrézniamy grup, ktére sa izomorficzne. Na przyktad w kategorii Set
istnieje tylko jeden zbiér dwunastoelementowy, liczac z dokladnoscia do izomorfizmu, czyli
bijekcji.



1. obrazu podzbioru: jesli A C X, to

f(A) :=={y €Y :istnieje x € X takie, ze f(z) =y}

2. przeciwobrazu podzbioru: jesli B C Y, to
f7HB) ={z € X : f(x) € B}
19. 7To zadanie pokazuje dlaczego pozniej bedziemy korzystaé z przeciwobrazu.
[12] Niech f: X — Y, oraz A,BC X i C,D CY. Pokaz, ze:
L. f(ANB) C f(A)N f(B).

2. Podaj przyktad, dowodzacy, ze zawierania nie mozna zastapi¢ znakiem
réwnosci.

f(AUB) = f(A)U f(B)
f7HenD)=fHC)n f7H(D)
f7HCcuD)=fHC)uf (D)
ANy =X\ f7HO)

A A

6.2 Przestrzen topologiczna

Niech X bedzie zbiorem. Jego zbiorem potegowym P(X) nazywamy zbidr wszyst-
kich jego podzbioréw ! : P(X) = {A: A C X}.

20. [1] Niech X bedzie zbiorem o skoriczonej liczbie elementow n. Ile elemen-
tow ma zbioér P(n)?

Przestrzeniq topologiczng nazywamy pare (X, 7T), gdzie X jest zbiorem, a
7 C P(X) ma nastepujace wlasnosci:

1. 9,XeT

2. jesli A; € T dla i € I, to ich suma tez nalezy do 7:

YaieT

el
3. jesi A,BeT,to ANBeT

Zbior T nazywamy topologiq, a jego elementy - zbiorami otwartymi.

11 Jego istnieje gwarantuje aksjomatyka teorii mnogosci.



21. [8] Niech X bedzie nieskoniczonym zbiorem. Pokaz, ze nastepujace zbiory
sa topologiami na X:

1. T ={@, X} (tak zwana topologia trywialna)
2. T =P(X) (topologia dyskretna)

3. T ={o}U{X\A: A jest skoniczonym podzbiorem X} (topologia koskori-
czona 1?)

22. Zazwyczaj piszgc "przestrzen topologiczna R" ma sie na mysli R wyposa-
zZong w pewng okreslong topologie...

[5] Mowimy, ze A C R jest otwarty jesli dla kazdego x € A istnieje odcinek
otwarty (ag, by) taki, ze x € (ag,b,) C A.

1. Pokaz, ze zbiory otwarte wedlug powyzszej definicji spelniaja wszystkie
aksjomaty topologii.

2. Pokaz, ze kazdy zbior otwarty moze by¢ zapisany jako suma pewnej rodzi-
ny otwartych odcinkéw - to znaczy, ze jesli A jest zbiorem otwartym, to
istnieja takie odcinki (a;, b;), i € I, ze:

A= (aib)

i

6.3 Funkcje ciagle

Niech (X, 7T) oraz (Y, 7) beda przestrzeniami topologicznymi. Funkcje f : X —
Y taka, ze f~1(B) € T dla kazdego B € T nazywamy funkcjq ciggtq i oznaczamy
[ (X T) = (V7).

23. [5] Pokaz, ze funkcja identycznosciowa Idy : (X, 7) — (X, T) jest ciagla.
24. [5] Pokaz, ze funkcja stala f: (X,7) — (Y, 1), f(x) = c jest ciagla.

25. [3] Pokaz, ze funkcja f : R — R dana wzorem f(z) = z? jest ciagla.
Podpowiedz: jak mozna zapisa¢ kazdy zbiér otwarty w R? Jakie wlasnosci ma
przeciwobraz?

12Chyba... jako$ to nie brzmi



6.4 Kategoria Top

26. [5] Pokaz, ze przestrzenie topologiczne wraz z funkcjami ciagltymi tworza
kategorie. Nazywamy ja Top.

27. [3] Dlaczego:
1. monomorfizmy w Top to doktadnie (ciagle) iniekcje?
2. epimorfizmy to dokladnie (ciagle) surjekcje?

3. izomorfizmy to dokladnie (ciagle) bijekcje? W tej kategorii nazywamy je
homeomorfizmami.

Powodzenia!



