WWW14: Kosmologia

Maciej Ossowski

31 maja 2018

Rozwiazania oraz wszelkiego rodzaju pytania dotyczace zadan prosze prze-
syta¢ na adres:

maciej.michal.ossowski@gmail.com

Termin oddawania zadan: 31.05.

Ponizsze notatki i zadania maja na celu pokazanie pewnych intuicji w sposéb
mozliwie malo zmatematyzowany. Jesli odpowiada Ci Scislejsze podejscie, daj
znaé, zawsze moge dopisac kilka definicji.

1 Szczegodlna teoria wzglednosci

Krétki kurs Szczegélnej Teorii Wzglednosci wykracza poza ambicje tych nota-
tek. Jesli masz w tym zakresie jakie$ braki polecam skrypt ”Niezwykle szcze-
gblna teoria wzglednosci” dr. hab. Andrzeja Dragana, dostepny swobodnie w
Internetach. Szczegélnie (heh) polecam zaznajomié sie z pojeciem 4-wektoréw
(4-predkosé i 4-ped) oraz rozdzialy o ukladach nieinercjalnych i zakrzywionej
czasoprzestrzeni. Zarowno w tych notatkach jak i w NSTW uzywana jest kon-
wencja sumacyjna Einsteina oznaczajaca, ze jesli dany indeks pojawia sie 2-
krotnie; raz u dotu i raz u géry to nalezy po nim wysumowac:

Dodatkowo indeksami tacinskimi bedziemy oznaczaé wspolrzedne przestrzenne
t = 1,2,3 lub w ukladzie kartezjanskim ¢ = x,y, 2. Litery greckie beda sie
odnosi¢ do wspotrzednych czasoprzestrzennych p=0,1,2,3 lub p =t, x,y, 2.

1.1 ZADANIA:

1. Pokaz, ze predkos¢ swiatla jest réwna ¢ w kazdym inercjalnym ukladzie
wspoOlrzednych.

2. Wyobraz sobie ciag obserwatoréw (na przyktad rakiet) poruszajacych sie
po prostej w taki sposob, ze kazdy obserwator porusza sie z predkoscia u
wzgledem poprzedniego. Pierwsza rakieta obserwuje czastke poruszajaca



sie z predkoscia vg. Z jaka predkoscia porusza sie czastka wedtug drugiej
rakiety? 7 jaka wedlug trzeciej? Z jaka wedlug rakiety ktérej numer w
szeregu dazy do nieskonczonosci? Wskazéwka: rozwaz transformacje pred-
kosci jako rekurencje i sprobuje znalezé jej granice.

3. Jaki jest zwiazek energii i pedu dla czastek bezmasowych?

4. Pokaz, ze w granicy malych predkoéci energia E = ymc? odtwarza kla-
styczna energie kinetyczna.

5. Pokaz, ze jesli predkos¢ czastki jest bliska predkosci swiatla v &~ ¢ (czyli
v > 1) dostajemy mc? < pc. Pokaz, ze w przyblizeniu odtwarza to wynik
z zadania 3.

2 Wstep matematyczny czyli o metryce

Metryk, jak sam nazwa sugeruje stuzy do mierzenia. Ale czego? Zacznijmy od
prostego przyktadu, czyli plaskiej tréjwymiarowej metryki we wspolrzednych
kartezjanskich:

ds? = da? + dy? + dz? (2)

Powyzsze jest przepisem jak policzy¢ dlugosé, a dokladniej kwadrat dhugosci,
infinitezymalngo (czytaj: bardzo krétkiego) odcinka, jesli dlugosé jego rzutu na
osie x, y, z to odpowiednio dzx, dy, dz. Tutaj standardowa notacja bywa mylaca:
da? oznacza kwadrat rézniczki dz, ale réwnie czesto mozna spotkaé sie z napisem
dz’ oznaczajacym rézniczke i-tej wspétrzednej. W razie watpliwoéci stosowane
beda nawiasy.

2.1 Ta sama metryka we wspolrzednych cylindrycznych

Zobaczmy teraz jak wyglada powyzsza metryka we wspolrzednych cylindrycz-
nych:

T = pcos¢
y=psing (3)
z=2z

Potrzebny do tego jest przepis na transformacje rézniczek dz® (i numeruje
wspoélrzedne!). Jedli wiesz w jaki sposdb zamienia sie zmienne przy catkowaniu,
to juz prawie wiesz jak to zrobié. Jesli nie to jest na to prosty mnemotechnicz-
ny sposéb. Wyglada on tak: rézniczkujemy starg zmienna po jednej z nowych
zmiennych (traktujac pozostale jak stale) i dostawiamy odpowiednia rézniczke
nowej zmiennej. Nastepnie sumujemy przyczynki od wszystkich nowych zmien-
nych: 5 5 5
x x x
dxza—yldy1+a—ﬁdy2+~-~+8fyn

W ten sposéb dy* "skraca sie” z dy’. (Jesli mnemotechniczne wyttumaczenie jest
dla Ciebie niesatysfakcjonujace to powiem tylko ze studenci fizyki uzywaja go

dy™ (4)
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przez caly pierwszy rok, zanim dowiedza sie skad ona wynika matematycznie.)
Zobaczmy jak to wyglada w praktyce:

dx = cos ¢dp — psin pdg
dy = sin ¢dp + pcos ¢pd¢ (5)
dz = d7’

Poniewaz transformacja wspolrzednej z jest identycznoscia, mozemy zapomnieé
o 2’ i dalej pisaé¢ wszedzie z. Policzmy kwadraty wyrazen (dx?)?:

dz? = cos? pdp? — 2p cos ¢sin pdpded + p? sin? pdp?

6
dy? = sin? ¢dp? + 2p cos ¢ sin pdpde + p? cos? pdd? (6)

Teraz dodajac dostajemy poczatkowa metryke zapisang we wspotrzednych cy-
lindrycznych:
ds? = dp? + pde? + dz? (7)

2.2 Ciagle ta sama metryka tylko tym razem ograniczona
do ptaszczyzny

Przeanalizujmy teraz inny rodzaj transformacji metryki, czyli obciecie jej do

jakiej$ powierzchni. W tym przypadku niech to bedzie ptaszczyzna zadana réw-

naniem:
r+y+2=0 (8)

Punktem wyjécia bedzie znowu metryka , powinna ona w jakis sposob uwzgled-
nia¢ ten warunek plaszczyzny. Jej wymiar powinien spas¢ z 3 do 2, skoro jedna
ze wspolrzednych jest ustalona przez rownanie , jesli tylko mamy podane 2
pozostale. Rézniczkujac rownanie plaszczyzny dostajemy:

dz +dy+dz=0 9)
Teraz mozna uzaleznié¢ jedng z rézniczek od pozostalych i policzyé jej kwadrat:

dz = —dz — dy

10
dz? = dz? + 2dzdy + dy? (10)

Teraz wstawiajac ten warunek do (2)) mamy:
ds® = 2(dx? + dedy + dy?) (11)

Jak wida¢ pojawil si¢ wyraz nowego rodzaju, zawierajacy obie rézniczki dx i
dy. Jedli chcielibySmy zapisaé ta metryke w postaci macierzowej pojawilyby sie
wyrazy pozadiagonalne:
B {2 1]
Jii =1 2



W powyzszym zapisie g;; jest macierzg (a raczej tensorem) kodujacym informa-
cja o wspoélczynnikach przy odpowiednich rézniczkach:

ds® = g;;da’da? (12)

W tym przypadku obecnos¢ wyrazéw pozadiagonalnych oznacza, ze baza w
ktorej zapisana jest metryka nie jest ”przystosowana” do plaszczyzny, Scislej:
nie jest ona ortonormalna na plaszczyznie.

2.3 No dobrze, ale jak co$ policzy¢

Zobaczmy teraz jak zmierzy¢ odcinki dtuzsze od infinitezymalnie krotkich. Wszyst-
kie inifitezymalne przyczynki do dlugosci trzeba oczywiscie dodaé, czyli scatko-
wac. Policzmy diugosé helisy czyli w spirali ktorej odleglosé miedzy kolejnymi
nawinieciami jest stata. Mozna sobie ja wyobrazi¢ jako tor ruchu punktu poru-
szajacego sie ze stata predkoscia katowa po walcu i jednocze$nie ze staly pred-
koscia wzdtuz walca. Jesli promien walca to R a odlegto$¢ miedzy kolejnymi
nawinieciami to b mozemy sparametryzowac helisa nastepujaco:

x(t) = Rcost
y(t) = Rsint (13)
z(t)=b-t

lub prosciej we wspoétrzednych cylindrycznych:

p(t) =R
p(t) =t (14)
z(t)=b-t

Jak widaé jest to parametryzacja katem ¢. Dlugo$¢ tak przygotowanej krzywej
mozemy znalezé uzywajac metryki we wspotrzednych walcowych. Korzystajac
z poznanej juz techniki transformacji rézniczek dostajemy:

e dp = 0 - poniewaz wspolrzedna p jest stala na krzywej.
o dp=dt
o dz = bdt

i sumarycznie:
ds? = dt*(R* + b?) (15)

Teraz aby policzy¢ diugoé¢ jednego nawiniecia helisy wystarczy teraz tylko scal-
kowaé pierwiastek z (L5]):

2w
5= / dtvV/ R? + 1% = 2/ R? + b2 (16)
0



2.4 ZADANIE: Metryka indukowana na sferze
Korzystajac ze wspdlrzednych biegunowych:

{x:rc?sqb (17)
y=rsing

znajdz postaé¢ metryki obcieta do sfery zadanej réwnaniem 22 +y2+22 = R2,
gdzie R jest stala. Jak to zrobisz odczuj satysfakcje, stad juz bardzo blisko
do pelnej metryki FLRW! Wskazowka: najpierw skorzystaj z réwnania sfery, a
potem wprowadz nowe wspblrzedne.

Jak wyglada powyzsza metryka zapisana we wspotrzednych sferycznych:

x = rsinf cos ¢
y =rsinfsin ¢ (18)

z=rcost

3 Hydrodynamika

Znasz na pewno takie wielkosci jak gestosé i ci$nienie. Jak uzywamy ich relaty-
wistycznej teorii jaka jest kosmologia? Potrzebny jest nam do tego jaki$ obiekt
kompatybilny z 4-wymiarowa czasoprzestrzenia. Jest nim tensor energii-pedu
T (operacyjna definicja tensora moze byé ”co$ co sie dobrze transformuje”).
Ma on dwa wskazniki, wiec mozemy go zapisa¢ w postaci macierzy. Wazna dla
nas jest interpretacja diagonalnych wyrazéw: T jest gestodcia energii (ilogé
energii na jednostke objetosci), dla nas gesto$é energii i gestosé materii beda
oznaczaé w zasadzie to samo - patrz stynne E = mc?. T;; jest strumieniem i-tej
sktadowej pedu w kierunku j. Czyli T;; méwi nam o zmianie i-tej sktadowej pedu
w tym samym kierunku ... zupelnie jak cisnienie! Dalej przyjmuje bardzo popu-
larna konwencje w relatywistce w ktorej predkosé swiatta ¢ = 1. W konsekwencji
dhugoéc¢ i czas maja tg sama jednostke, podobnie energia i masa.

3.1 Roéwnanie stanu dla nierelatywistycznego pytu

Mozna pokazaé, ze dla osrodka ztozonego z punktowych czastek tensor energii
pedu ma postac:

PPy <3
Tgarticles(j) = 0 (j - ',f’ﬂ) (19)
gdzie suma po n numeruje czastki, a p# i E, to odpowiednio sktadowa p 4-
pedu i energia czastki. 0% to tak zwana Delta Diraca, ktérej matematyczng
natura nie musimy sie¢ chwilowo przejmowaé. Wazne jest to, ze ogranicza tensor
energii-pedu do potozen z,, w ktérych znajduje sie jakas czastka - w pozostalych
Tpgjrticles(‘f) =0.
Poréwnajmy to tensorem energii-pedu dla idealnego pltynu (przyjmujemy ze
wszech$wiat wypelnia wladnie taki plyn):



™" = (p + p)uru” — pg"” (20)

gdzie u* to 4-predkosé. Pamietajac, ze w ukladzie spoczynkowym u* = (1,0,0,0),
a metryka staje sie metryka Minkowskiego n*¥, dostajemy (przelicz i przekonaj
sie osobiscie):

p 0 0 0
0 p 00
py
r 00 po
00 0 p

Z tego dlaczego liczymy to w uktadzie spoczynkowym wyttumacze sie podczas
zaje¢. Aby poréwnaé te dwa tensory zauwazmy jeszcze, ze wklad do ci$nienia
daje ped we wszystkich kierunkach, stad p = %Z? 1T;l>;mc1eb Dla gestosci

mamy juz proéciej P = Tooiicles- Przypomnijmy sobie jeszcze zwiazek energii z

pedem: m?2 = E2 — p2 Stad:

P35 B 5 i < O = T o)

(21)

p=2_En zmmfvzwi S S e

W powyzszym korzystamy z rozwiniecia Taylora (14 xz)* = 14 ax. Jest ono uza-
sadnione poniewaz czastki sa nierelatywistyczne, czyli ich ped jest duzo mniejszy
od masy - T’;—% < 1. Poréwnujac p i p dostajemy p =m-n + %p. Zrébmy teraz
jeszcze jedno (juz ostanie!) przyblizenie: niech czastki stabo ze soba oddziatuja
(co jest rozsadne dla elektrycznie obojetnych czastek, zderzajacych sie z malymi
predkosciami), czyli m - n > p. Dostajemy wtedy tak zwane przyblizenie pylu
p=m-n.

3.2 ZADANIE: Réwnanie stanu dla promieniowania

Powtérz powyzszy rachunek dla czastek poruszajacych sie z predkoscia $wiatta.
Przyktadem takich czastek sa fotony, ale tak samo traktowa¢ bedziemy réwniez
(w dobrym przyblizeniu) czastki ultrarelatywistyczne.

4 Poznajmy sie

Napisz co$ o sobie, jakie masz oczekiwania wobec warsztatu i jaki miates kontakt
z STW (a moze nawet OTW?).

gl hf
Maciej
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