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Lista zadan juz jest zamknieta. Rozwiazania prosze wysylaé na maila (do znalezienia
na moim WWW profilu) lub telepatycznie. W przypadku wszelkich watpliwosci prosze
takze o kontakt.

1 Pogadanka

Opisz w kilku zdaniach czego oczekujesz od tych warsztatow, czego sie spodziewasz
nauczy¢ i dlaczego chcesz w nich uczestniczyé. Odpowiedz tez na zasadnicze pytanie:
jaki jest Twdj stosunek do tworczosci Piotra Rubika?

2 Matematyka

2.1 Calki gauflowskie

Kluczowe pojecia: catkowanie przez podstawienie )
W ramach tego zadania nauczymy sie obliczania calek postaci fR dxe=**

2.1.1 Zmiana zmiennych

Zalézmy, ze mamy dwuwymiarows calke takiej postaci:
/ dedyf(z,y),
Q

gdzie Q C R? jest pewnym obszarem (to oznacza tyle, ze sa jakie$ granice catkowania dla
xz oraz y), a f : Q — R funkcja, dla ktorej ta catka ma sens. Chcemy wykonaé ja (catke)
jednak nie w zmiennych kartezjanskich, a biegunowych (bo np. € jest kolem, i wtedy to
jest naturalny wybdr). W tym celu, za f(z,y) wstawiamy f(r cos ¢, r sin ¢), ale to jeszcze
nie koniec. Musimy tez zamieni¢ dxdy na co$ biegunowego. To wyrazenie to pole malego
prostokata o bokach dz i dy. Nalezy je zatem zastapi¢ przez pole prostokata powstalego
przez ruszenie si¢ z r do r +dr, a z ¢ do ¢ + d¢'. Jakie bedzie pole takiego prostokata?
W ostatnim kroku nalezy zamienié¢ granice calkowania (czyli zapisaé¢ warunek na Q w
zmiennych biegunowych).

1Kto$ moze powiedzieé, ze to wcale nie jest prostokat... Ale jezeli dr i d¢ sa bardzo male, to prak-
tycznie jest.



2.2 Praktyka
Wykonaj catke

/ dx/ dye_(m2+y2)

przechodzac do zmiennych biegunowych i w nich caltkujac.

2.3 Wilasciwa catka gauflowska

Na podstawie wynikow z poprzedniego podpunktu znajdz wartosé:
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(Nie jestem zainteresowany przepisaniem wyniku z wolframa/wiki/tablic, bo ja wiem ile
to wynosi, chce zobaczyé czy potraficie to uzasadnic)

Czy potrafisz znalezé:

oraz

2.4 Pochodna funkcjonalna

Pojecia kluczowe: catkowanie przez czesci
Niech F' bedzie funkcjonatem czyli taka funkcja, ktora zjada "zwykla" funkcje i zwraca
liczbe. On (ona?) ma jaka$ okreslong dziedzine (np. funkcje rézniczkowalne, albo catko-
walne albo jaka$ kombinacja), ale tym sie nie przejmujemy — zakladamy, ze wszystko co
sie pojawi nalezy do jego (jej?) dziedziny.

SF[y]

Pochodna funkcjonalna 6] (to czytamy: pochodna F w punkcie ¢ w kierunku ¢)

definiujemy nastepujaco:
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(z oznacza tutaj zmienna, od ktoérej zalezy 1. To nie musi by¢é koniecznie 1-wymiarowa
rzecz).

2.4.1 Lagranzjan

Mechanike klasyczng mozna sformutowaé w bardzo elegancki (i, co wazniejsze, uzytecz-
ny) sposéb przy pomocy pochodnej funkcjonalnej. Niech S, zwane dalej dzialaniem, jest
funkcjonatem (jego dokladng postaé podamy ponizej), ktéry "zjada" trajektorie czastki i

wypluwa liczbe. Jezeli gi([f% = 0, to ¥ nazywamy punktem stacjonarnym i po tej trajek-

torii porusza sie (klasyczna) czastka. Jedna uwaga: ¢ nie jest absolutnie dowolne, musi
znikaé na poczatku i na koncu trajektorii (to znaczy nie zmienia punktu poczatkowego

i koricowego). Niech:
ty ma(t)?
ﬂﬂl_ﬁ<f)Wﬂm>

i

dx

gdzie & = S, x(t) jest trajektorig o ustalonych koncach, to znaczy:

x(t;) = x; = const.



x(ty) = x5 = const.,

a U(x) jest energia potencjalna.

Oblicz pochodng funkcjonalng dzialania w dowolnym kierunku (takim, ktéry nie naru-
sza warunkéw poczatkowych) i zazadaj, aby znikala. Jakie réwnanie otrzymasz? Czy
przypomina Ci ono cos?

Rozwazmy troche ogdlniejsza postaé dziatania:

S[a] = /t " AL (), #(0), 1)

i

WyprowadZ analogiczne réwnania jak poprzednio (oczywiscie wyrazone przez L). Oka-
zuje sig, ze jezeli polozymy:
L =E; - E,,

to dostaniemy mechanike Newtona. Przewaga tego podejscia polega na tym, ze x nie
musi by¢ zmiennymi kartezjanskimi. Mozemy réwnie dobrze pracowaé¢ w sferycznych,
walcowych czy jakichkolwiek szalonych innych.

2.4.2 Dzialanie dla struny

Rozwazmy strune. Jest ona zaczepiona na korncach i moze sie wyginaé géra—dot, co jest
opisywane przez funkcje y(z,t). Jest ona funkcja dwéch zmiennych, bo rézne kawaltki
struny moga si¢ réznie wyginaé i oczywidcie wszystko zalezy od czasu. Dzialanie dla

struny ma postac:
1[4 L .\2 2
Syl =5 [ dt dw{u(y) —T(y)},
ts 0

Czy potrafisz pgdaé interpretacje fizyczng wspdlczynnikéw p oraz T'7 Wyprowadz row-
nania ruchu struny z tego dzialania. (Rozwazamy y ktére sa zadane w chwilach ¢; oraz t¢
oraz znikaja na koricach struny przez caly czas (to znaczy sa zamocowane na sztywno).
Czy wynik jest dla Ciebie zaskakujacy?

3 Fizyka

Ta cze$¢ jest istotnie wazniejsza. Zaczniemy od szybkiego wprowadzenia w termody-
namike i fizyke statystyczna. Prosze traktowaé tylko i wylacznie jako wprowadzenie
operacyjne - nauczymy sie (mam nadzieje) jak liczyé rzeczy, ale nie zastapi to (w przy-
szlosci) dobrego kursu, ktéry tlumaczy czemu liczymy to tak a nie inaczej.

Bedziemy przez caly czas rozwazaé uklady, ktére maja ustalona temperature (bo sa w
kontakcie termicznym z DUZYM otoczeniem i ono ustala temperature). Okazuje sie, ze
wygodna funkecja do opisu takiego ukladu jest energia swobodna (Helmholtza) zadana
jako?:

F(V,T,.)=U-TS,

gdzie U jest energia wewnetrzna ukladu, T jego temperatura a S entropia (wyrazona za
pomoca zmiennych V', T oraz ...). Jezeli mamy do czynienia z ukladem magnetycznym
polu H, to wygodniej jest wprowadzi¢ energie swobodng Gibbsa:

G(V,T,H,..)=F — HM,

2Ten zapis oznacza (w pierwszym przypadku): policz pochodna y po czasie t trzymajac = jako stata.
3chwilowo pomijamy ew. pole magnetyczne



gdzie M jest magnetyzacja uktadu.
Energia swobodna ma nastepujace pochodne czastkowe®:
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Teraz fizyka statystyczna. Dla ukladu w temperaturze T wygodnie jest wprowadzi¢
zmienna = ICB%, gdzie kp jest stata Boltzmanna. Ile ona wynosi?

Rozwazmy uklad o temperaturze T ktéry ma pewne stany o okre$lonych energiach:
F1q, Fs,.... Moze by¢ ich skonczenie lub nieskoniczenie wiele — bez znaczenia, ale dla
ulatwienia zakladamy, ze sa one dyskretne (tzn. moge je ponumerowaé liczbami natu-
ralnymi). Energie moga sie powtarzaé, tez zaden problem. Prawdopodobienstwo p,, na
to, ze uklad bedzie w stanie n (czyli takim, ktéry ma energie E,) wynosi:

1 _
Pn = Ee BEna

gdzie Z zwane suma statystyczna jest czynnikiem normalizacyjnym. Ile wynosi Z7
Jezeli chcemy policzyé¢ wartosé oczekiwana jakiejs wielkosci X, to musimy wziaé jej
warto$¢ w stanie n, pomnozy¢ przez prawdopodobienstwo, ze uklad jest w tym stanie i
wysumowaé po wszystkich stanach:

1 B
— —BEn
(X) En Xne .

Wyraz wartos$é oczekiwang energii (U) jedynie za pomoca Z (podpowiedz: rozwaz wziecie
logarytmu...). Okazuje sie, ze Z wiaze si¢ w prosty sposéb z energia swobodna®:

G= —k‘BTlogZ

3.1 Model Einsteina
3.1.1 Oscylator harmoniczny

Co to jest oscylator harmoniczny kazdy wie. Okazuje sig, ze jest on troche ciekawszy po
skwantowaniu, bo dopuszcza tylko dyskretne stany o energiach”:

1
E, = hw -,
(n+2)

gdzie h to stala Diraca, a w jest czestoScig oscylatora.
Oblicz "minisume" statystyczna dla oscylatora harmonicznego:

2=y e P
n

4Bede wszedzie juz pisal G, ale jezeli nie ma pola magnetycznego, to moze byé¢ i F

5Ponownie, ten zapis oznacza (dla pierwszego) pochodna G po V przy traktowaniu T' i H jako statych
parametréw)

6U mnie log oznacza logarytm naturalny

"wyprowadzenie tej relacji mozna znalezé w kazdym podreczniku do mechaniki kwantowej




3.1.2 Krysztal

Najprostszy model budowy krysztalu zaktada, ze jest to zbior N atoméw, kazdy z nich
moze oscylowaé niezaleznie w trzy rézne strony (z,y, z), wiec jest to uklad 3N niezalez-
nych oscylatoréow. Jezeli sa niezalezne, to ich energie po prostu sie dodaja:

3N
Enh’ﬂz,mmsz\f = E Eni
=1

Oblicz w tym wypadku sume statystyczna. (PodpowiedZ: sprowadz ja do poprzedniego
przypadku.) Stad wyznacz energie swobodna, entropie oraz ciepto wladciwe przy stalej
objetosci i wykonaj jego wykres od temperatury. Jak sie zachowuje dla matych i duzych
temperatur T'7

Podpowiedz: ciepto wtasciwe przy statej objetosci jest okreslone jako:

1 a8
“=yT (aT)V,N

4 Paramagnetyzm Pauliego

Rozwazmy najprostszy model paramagnetyzmu. Mamy N elektronéw w polu magne-
tycznym B. Kazdy z nich moze byé w stanie s = 1 8. Jego energia jest wtedy réwna:

Es =suH,

gdzie H jest polem magnetycznym, a p pewna stala (dokladna warto$é jest nam bez
znaczenia). Zakladamy, ze elektrony nie oddzialuja ze soba, wiec calkowita energia °
jest sumg energii:

E({s}) = _HHZSi~
i
Wyznacz sume statystyczna, energie swobodng oraz magnetyzacje ukladu. Sprawdz,

ze tak okre$lona magnetyzacja (jako pochodna energii swobodnej) ma sens, to znaczy
pokrywa sie z (m)!0. Oblicz takze podatno$é magnetyczna:

i wykonaj wykres limy_, o %RT(T, 0). Czy widzisz jakie$ przejscie fazowe?

8To nie jest spin tylko jego przeskalowana wersja, jakby kto$ pytat
9Ktora jest funkcja wszystkich s, co oznaczam przez {s}
10Prosze pamietaé, ze wrzuciliémy wszystkie state do p!



