WWW15 Zadania Kwalifikacyjne v1.1

Adam Gonstal

30 maja 2019

1 Sltowo Wstepu

Wersja wstepna mozliwe, sa przyszte korekty btedéw jezykowych. Edit v1.1: Pierwsza wersja
poprawiona z korekta niektorych btedéw i sprecyzowaniem co to za zbiér Ny.
Edit v1.2 Erata w zadaniach 3.1 i 3.2. Zamiast n = Ny jest n € Ny i () zamiast {0}.

Zanim zaczniesz rozwigzywacé zadania od czesci 3 warto zebys$ zapoznal sie z wymaganiami
i materiatlami edukacyjnymi ,,przed warsztatami”. Deadline jest taki jak na stronie WWW15.
Zadania prosze przysyla¢ w formacie PDF (sugerowany latex) lub skanéw, wrzuconych do
PDF’a lub odpowiednio ponumerowanych na email: ag9@onet.eu
W razie pytan/watpliwosci co do zadan/pytan natury ogdlnej mozna do mnie pisaé.

W tytule e-maila prosze o uzycie formatu: [WWW15] TematE] Imie Nazwisko.
Umozliwi mi to sprawniejsze sprawdzanie zadan. Jezeli twoja wiadomosé nie otrzymata od-
powiedzi w przeciagu kilku dni, prosilbym o ponowne wystanie.(Co raczej nie powinno sie
zdarzyc¢.)

Polecam tez wysyla¢ jak najwczedniej swoje rozwigzania, mozna by wtedy poprawi¢. Obecnie
tez nie mam tez bladego pojecia ile, bedzie wynosil prég(chociaz zgaduje ze nie bedzie za wy-
soki) ani czy te zadania sa za latwe lub za trudne.

2 Poznajmy sie
Opowiedz w paru zdaniach o sobie, w ktorych odpowiesz na pytania:

1. Jak sie rozwijasz poza szkola? (Jeste$ moze stypendysta KRnFD /brales udzial w jakis
olimpiadach)

2. Czy miale$ jakas$ stycznosé z topologia/metrykami?
3. Czego oczekujesz od tych warsztatéw?

Jak chcesz, mozesz dodaé co$ od siebie ale badz zwiezty. Uwaga! Odpowiedz na ta czesé jest
warunkiem koniecznym dostania sie na moje Warsztaty, lecz nie bedzie ona w zadnym stopniu
brana pod oceneg, przy ostatecznej kwaliﬁkacjiE]

INp. Zadanie / Pytanie dot zadania nr itd.
2Czyli np. osoba z ze ztotym medalem z IMO i taka co nigdy nie brata udzialu w zadnej olimpiadzie, ma
takie same szanse dostania sie.



3 Wilasciwe Zadania

W zadaniach rozwazamy, tylko zbior liczb rzeczywistych i jego podzbiory, chyba ze napisano
inaczej. Zbior liczb rzeczywistych oznaczamy R. Ny tj. zbiér liczb naturalnych z zerem.

3.1 Pojecia wstepne
1.(1pkt) Znalezé dopelnienia zbioréw A w przestrzeni X, gdy:

a)
A={2neA:neNy}; X =R

b)
B=0X=C
Bl
2.(1pkt.)Co to za zbiér?: a)
1
—U® (2.2
¢ Unfl(na ]
b)
D=2, (2]
— ''n=1 n’

3.(1 pkt.) Wyjasni¢ zasade dziatania dowodu ad absurdum.

4. (1pkt) Czy twierdzenia, ze:

a) Czlowiek jest piratem, wtedy i tylko wtedy kiedy nosi brode. Istnieje pirat bez brody.
b) Jesli czlowiek jest piratem to nosi brode. Istnieje pirat bez brody.

Sa ze soba sprzeczne?

3.2 Zbieznos¢ ciggow
Przypomnienie (Wiecej o tym w materiatach edukacyjnych)
Ciag oznaczamy (a,) a n-ty element tego ciagu oznaczamy a,. Ciag (a,) nazywamy zbieznym

do granicy g, jezeli
Ve>03N:Vn> N |a, —g| <e

Jedli (ay,) jest zbiezny méwimy wtedy tez, ze prawie wszystkie wyrazy (a,) zawieraja sie w

przedziale |g — €, g + €|,czyli poza tym przedzialem jest skoniczona ilos¢ wyrazéw ciagu (ay,)

(Prawie wszystkie oznacza tu wszystkie poza skonczona ilocia)

5. (1 pkt.) Podaé¢ przyklad ciagu nie zbieznego, i udowodnij ze twéj przyklad jest nie zbiezny.

(Wsk. mozesz wykorzystaé¢ wnioski z innych zadan o ile je udowodniles.)

6.(1pkt.) Wyliczy¢ w z definicji granice ciagu a, = %
7. (1pkt.) Co by sig stalo jezeli definicje zbieznosci ciagu bysmy zmienili na

Ve > 03N :Vn> N |a, —g| <e€
tj. jakie ciagi bylyby zbiezne?

8(1pkt.) Zbadaé zbieznos¢ ciagu a, = sin(mn). Wsk. Zadanie 10.

3Zbiér Zbiér C nazywamy zbiorem liczb zespolonych



9.(2pkt) Pokazaé ze kazdy ciag zbiezny jest ciagiem Cauchiegoﬁ Pojecie ciagu Cauchiego
wyszukaj samodzielnie tj. cze$¢ zadania.

10.(2pkt.) Pokazaé, ze jesli ciag jest zbiezny to istnieje dokladnie jedna granica. Wsk.
Wykorzysta¢ metode dowodzenia ad absurdum.
Przypomnienie
Ciag nazywamy ograniczony z gory jezeli

M : Vna, <M
Ciag nazywamy ograniczony z dotu jezeli

M : Yna, > M
Ciag nazwamy ograniczony kiedy

M : Vn |a,| <M

, czyli jest ograniczony z dotu albo ograniczony z gory.
11.(2pkt.)Pokazaé, ze jesli ten ciag jest zbiezny to jest ograniczony.

3.3 Pojecie granicy funkcji

12 (1pkt) Kiedy funkcja f : R — R okreslona wzorem f(z) = % posiada granice réwng wartosci
funkcji w tym punkcie (Obustrona i jednostronna) Odpowiedz Uzasadnij.
Inaczej kiedy te zdania zachodza:
a)
o,z € R lim f(zo) = f(x)

zo—xt

b)
zo,z € R lim f(xo) = f(w)

To—T

o,z € R lim f(zo) = f(2)

Jak sadzisz jaki ma to zwiazek z ciagloscia tej funkcji?

4Twierdzenie w drugg strone jest takze prawdziwie, jednak nie wymagam jego dowodu.
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