Zadania kwalifikacyjne

1 Wstep

Rozwigzania zadan prosze wysyla¢ na adres mieszkol037@Qgmail.com do kon-
ca maja z tematem ”Warsztaty WWW [Imie i nazwisko]”. Goraco zachecam
jednak do wysylania ich wczesniej - wysle wtedy wiadomos¢ zwrotna z informa-
cjami o bledach, jezeli jakie$ znajde i podpowiedziami. Rozwiazania przyjmuje
w dowolnej postaci - najwygodniejszy bytby LaTeX, ale moga by¢ nawet zdjecia
odrecznych notatek - byleby czytelne. Nie trzeba oczywiscie zrobi¢ w zupelno-
Sci wszystkich zadan. Warto wysyla¢ nawet cze$ciowe pomyslty do niektérych,
wezme je pod uwage przy ocenianiu. W razie jakichkolwiek watpliwosci, niezro-
zumienia treéci, oznaczen itp. - tez piszcie.

2  Grupy

Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Dzialaniem dwuargumentowym na X nazy-
wamy dowolna funkcje f : X x X — X. Jest to wiec przyporzadkowanie kazdym
dwém elementom zbioru trzeciego - wyniku dzialania. Zwykle bedziemy pisali
afb zamiast f(a,b). Jest to powszechnie przyjeta konwencja - dodajac liczby
rzeczywiste kazdy z nas pisze raczej x +y zamiast +(z, y). Mozemy teraz wpro-
wadzi¢ fundamentalna dla calej algebry definicje.

Grupa nazywamy pare (G, ), gdzie G jest niepustym zbiorem, a ¢ dziala-
niem dwuargumentowym na tym zbiorze, spetniajacym nastepujace warunki:

e dla kazdych a,b,c € G : (a0b)Oc = ad(bdc) (nazywamy to lacznoscia
dziatania ¢);

e istnieje e € G taki, ze dla kazdego a € G : ale = eQa = a (element e
nazywamy elementem neutralnym grupy);

e dla kazdego a € @ istnieje b € G taki, ze aQb = bOa = e (element b
nazywamy elementem odwrotnym do a).

Jezeli dodatkowo zachodzi warunek
e dla kazdych a,b € G : adb = bda

to grupe nazywamy przemienng lub abelowa.

Klasycznymi przyktadami sa liczby rzeczywiste z dodawaniem, liczby rzeczy-
wiste dodatnie z mnozeniem, liczby wymierne z dodawaniem itp.



1. Sprawdz, czy ponizsze struktury sa grupami:

(a) (Z,+), gdzie + jest zwyklym dodawaniem

(b) (R, x), gdzie x jest zwyklym mnozeniem

(c) (R\{0}, %)

(d) (Z;, xp), gdzie p jest liczba pierwsza, Z; = {1,2,..,p—1}iax, b=
(ab) mod p, czyli reszta z dzielenia iloczynu ab przez p

2. Udowodnij, ze w kazdej grupie istnieje dokladnie jeden element neutralny.

3. Udowodnij, ze w kazdej grupie dla kazdego elementu istnieje dokladnie
jeden element odwrotny.

4. Udowodnij, ze jezeli ({a1,as,...,a,}, Q) jest skoficzona grupa abelowa, to
10a29...0a, = b1 0b20...0b;

gdzie B = {b1,ba,...,b} jest zbiorem wszystkich elementéw G o tej wla-
snosci, ze b;Ob; = e (zauwaz, ze zbiér ten jest zawsze niepusty, bo e € B).

5. Wywnioskuj z powyzszego zadania twierdzenie Wilsona:
Liczba naturalna p > 1 jest pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy

pllp—1+1]

3 Ciala

Grupa jest przykladem struktury zbioru z jednym dziataniem o bardzo dobrych
wtlasnodciach. W praktyce mamy jednak czesto do czynienia ze zbiorami, na
ktérych okreslone sa dwa dzialania, ktére sa ponadto ze soba powiazane (np.
(R, 4+, x)). Sensownym uogélnieniem takich struktur jest pojecie ciala.

Cialem nazywamy trojke (K, +k, Xk), gdzie K jest niepustym zbiorem, a
+x 1 Xk sa dziataniami dwuargumentowymi na K spelniajacymi nastepujace
wlasnosci:

o (K,+k) jest grupa abelows;

o (K \ {0k}, xK) jest grupa abelowa, gdzie O jest elementem neutralnym
grupy (K, +k);
e dla kazdych a,b,c € K: a Xk (b+xc¢) = (axgb) +k (a Xk ).
Dzialania + i i X g czesto nazywamy po prostu dodawaniem i mnozeniem w ciele

K. Element neutralny (K \ {0k}, X k) oznaczamy zwykle przez 1x i nazywamy
jedynka ciala K, a element Og - zerem ciala K.



1. Udowodnij, ze dla kazdego ciala K idla kazdego a € K zachodzi ax x0x =
OK XKga= OK.

2. Sprawdz, czy (Q(v/3), +, x) jest cialem, gdzie Q(v/3) = {p +qv3 : p,q €
Q}, a + i x sa zwyklym dodawaniem i mnozeniem.

4 Przestrzenie liniowe

Przestrzenia liniowa nad cialem K nazywamy zbior V (jego elementy nazy-
wamy wektorami) z dzialaniami +: V xV — V oraz x : K xV — V nazywami
odpowiednio dodawaniem wektorow oraz mnozeniem wektora przez skalar, ktore
spelniajg nastepujace wlasnosci:

e (V,+) jest grupa abelows;

e dla kazdycha € K,v,w €V : ax (v+w)=axv+a X w;
e dla kazdych a,be K,v eV : (a+b)xv=aXxv+bxuv;
e dla kazdych a,b € K,v €V : ax (bxv) = (aXgb)xv;
e dla kazdegov eV : 1g x v =w.

Ta definicja jest bardzo abstrakcyjna i bardzo ciezka w uzyciu. Na szczescia ma-
my twierdzenie, ktore pozwala nam opisaé¢ przestrzenie liniowe w duzo prostszy
sposdb:

W kazdej przestrzeni liniowej istnieje baza, tzn. podzbiér B zbioru V taki, ze
kazdy element v € V moze by¢ zapisany w postaci v = a; X by + ... + ax X by,
gdzie a; € K\ {0},b; € B i to na dokladnie jeden sposéb. Co wiecej, kazde dwie
bazy sa rownoliczne.

W przypadku, gdy baza jest skonczona, ma, powiedzmy, n elementéw, mozemy
przyporzadkowaé kazdego wektorowi v € V pewien element (aq,as,...,a,) €
K" = K x K x ... x K. Liczbe n nazywamy woéwczas wymiarem V nad K.
Widzimy, ze istnieje zachowujaca dzialania bijekcja (tzw. izomorfizm) pomie-
dzy (V,+v, xv) 1 (K™, +, X), gdzie + jest zwyklym dodawaniem ”po wspél-
rzednych”, a x jest zwyklym mnozeniem przez kazda wspélrzedna z osobna.
Typowymi przyktadami sa R? nad R utozsamiana z plaszczyzna i R® nad R
utozsamiana z przstrzenig tréjwymiarows.

1. Czy zbiér wielomianéw jednej zmiennej o wspolczynnikach rzeczywistych
stopnia co najwyzej 5 jest przestrzenig liniowa nad R? Jezeli tak, to wy-
znacz jej wymiar i wskaz baze.



