
Topologia algebraiczna

Warsztaty w ramach XVI Wakacyjnych Warsztatów Wielodyscyplinarnych

Paweª Czy»

Sªowem wst¦pu

Topologowie maj¡ do±¢ niecodzienne pogl¡dy � wszystkie wielok¡ty s¡ dla nich
takie same (okr¡g) i zdarza im si¦ pomyli¢ obwarzanek z porannym kubkiem ka-
wy. Mo»na wr¦cz przewrotnie zapyta¢ � czy w topologii s¡ w ogóle ró»ne obiekty?
Okazuje si¦, »e ju» odró»nienie sfery od d¦tki torusa, czy zwykªej pªaszczyzny
od przestrzeni trójwymiarowej jest do±¢ trudnym zadaniem...

Na pomoc przyjdzie nam (w uproszczonym wydaniu) teoria homologii, która
zajmuje si¦ liczeniem dziur w przestrzeni przy pomocy prostej algebry liniowej
� operacji na wektorach i macierzach.

Plan warsztatów

1. homeomor�zm, a homotopijna równowa»no±¢ przestrzeni,

2. algebra homologiczna (kompleks ªa«cuchowy przestrzeni wektorowych i
jego homologia, lemat o zygzaku),

3. homologia singularna (i zredukowana), ci¡g Mayera-Vietorisa,

4. jak odró»nia¢ standardowe przestrzeni topologiczne (sfery i przestrzenie
Euklidesowe ró»nych wymiarów, torus),

5. klasyczne twierdzenia topologii algebraicznej � twiedzenie Brouwera o
punkcie staªym, twierdzenie Borsuka-Ulama, twierdzenie o wªochatej sfe-
rze i, jak»e u»yteczne, twierdzenie o równym podziale kanapki,

6. ... a je±li czas pozwoli, to przejdziemy do ambitniejszych tematów. By¢
mo»e rozmaito±ci i dwoisto±¢ Poincaré, CW-kompleksy, teoria kohomologii
singularnej lub de Rhama.

Caveat emptor Jako, »e topologia algebraiczna jest ogromn¡ dziedzin¡, to
b¦dziemy przyjmowa¢ du»o uproszcze«, od czasu do czasu macha¢ r¦kami i
raczej liczy¢ przykªady ni» dowodzi¢ abstrakcyjne twierdzenia. Mam nadziej¦,
»e to rozbudzi ciekawo±¢ i zach¦ci do tematu. (A wyrobione intuicje przydadz¡
si¦ pó¹niej, ju» na uniwersyteckich kursach topologii algebraicznej).

1



Wymagania Ze strony topologicznej b¦dziemy do±¢ nieformalnie posªugiwa¢
si¦ poj¦ciem przestrzeni topologicznej. Warto mie¢ wyrobione pewne intuicje,
jak ci¡gªo±¢, spójno±¢ czy zwarto±¢. W szczególno±ci dobrze jest wiedzie¢ dla-
czego okr¡g to nie prosta.

Ze strony algebraicznej trzeba zna¢ podstawy algebry liniowej � dziaªania
na wektorach i macierzach. Najtrudniejszymi poj¦ciami z jakich b¦dziemy ko-
rzysta¢ s¡ j¡dro i obraz przeksztaªcenia liniowego oraz przestrze« ilorazowa.

Literatura

1. rozdziaª 9. notatek A. Lendy,

2. notatki S. Jackowskiego z topologii,

3. notatki P. Walczaka z algebry liniowej (szczególnie strony 23 i 24, które
tªumacz¡ czym jest przestrze« ilorazowa),

4. artykuª A. Bojanowskiej o algebrze homologicznej,

5. rozdziaªu drugiego ksi¡»ki A. Hatchera (je±li kto± ma ochot¦ zobaczy¢ co
b¦dziemy robi¢. Przy czym ten materiaª jest znacznie ogólniejszy).

Kontakt W razie pyta«, pró±b o polecenie ksi¡»ek do przeczytania czy ch¦ci
wysªania zada« kwali�kacyjnych, zach¦cam do kontaktu na adres pawel.czyz w
domenie st-hughs.ox.ac.uk. Wpisanie w temacie hasªa, które przykuje moj¡
uwag¦ pozwoli odró»ni¢ mi Wasze maile od niewa»nych wiadomo±ci � ustalmy,
»e temat b¦dzie zaczynaª si¦ od Zoopsychologia. (Zagadka � co to sªowo ma
wspólnego z homologi¡?)

Zadania kwali�kacyjne

Ta wersja zada« zostaªa poszerzona o wzorcowe rozwi¡zania.

Uwaga. Mo»na czerpa¢ z dowolnej literatury, internetu oraz ró»nego rodzaju
wskazówek. Mo»ecie te» wspóªpracowa¢ nad rozwi¡zaniami zada«.

Prosz¦ natomiast zaznaczy¢ ¹ródªa oraz wkªad innych osób � to dobry nauko-
wy nawyk.

Homotopijna równowa»no±¢

Komentarz. Po policzeniu dwóch przykªadów koncepcja homotopijnej równo-
wa»no±ci staje si¦ naturalna. De�nicji i wskazówek mo»na szuka¢ w internecie
lub literaturze.

Zadanie 1.

a) (4 punkty) Poka», »e przestrze« Euklidesowa Rn jest homotopijnie rów-
nowa»na z punktem.
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b) (1 punkt) Dlaczego dla n > 0 nie jest do niego homeomor�czna?

Rozwi¡zanie.

a) Rozwa»my jednopunktow¡ przestrze« P = {p}. Mamy wªo»enie i : P ↪→ Rn
dane wzorem p 7→ 0 oraz funkcj¦ r : Rn → P . Oczywi±cie r ◦ i = idP . W
drug¡ stron¦ mamy funkcj¦ staª¡ i ◦ r(x) = 0, która jest homotopijna do
idRn poprzez

F (x, t) = t · 0 + (1− t) · x

b) Liczba punktów si¦ nie zgadza. (Lub zwarto±¢).

Zadanie 2.

a) (4 punkty) Poka», »e przestrze« Euklidesowa bez punktu Rn+1 \{0} jest
homotopijnie równowa»na ze sfer¡ Sn.

b) (1 punkt) Dlaczego nie s¡ homeomor�czne?

Rozwi¡zanie.

a) Mamy oczywiste wªo»enie i : Sn ↪→ Rn+1 \ {0} oraz retrakcj¦ r : Rn+1 \
{0} → Sn dan¡ wzorem x 7→ x/||x||. Oczywi±cie r ◦ i = idSn . W drug¡
stron¦ mamy i ◦ r(x) = x/||x||. Zauwa»my, »e ta funkcja jest homotopijna
do identyczno±ci poprzez

F (x, t) = tx+ (1− t)x/||x||

(Warto zauwa»y¢, »e rzeczywi±cie ta funkcja jest dobrze okre±lona, to zna-
czy F (x, t) 6= 0).

b) Sfery s¡ zwarte, przestrzenie Euklidesowe (z brakuj¡cym punktem czy bez)
nie s¡.

Komentarz. Dlaczego akurat powy»sze przykªady? Je±li dwie przestrzenie nie
s¡ homotopijnie równowa»ne, to na pewno nie b¦d¡ te» homeomor�czne. Oka»e
si¦, »e homologia (�dziury w przestrzeni�) nie rozró»nia przestrzeni homotopijnie
równowa»nych, ale wy±mienicie sobie radzi z odró»nieniem sfery od torusa.

Algebra liniowa

Notacja.

1. Przez 0 b¦dziemy oznacza¢ zerowymiarow¡ przestrze« wektorow¡. Innymi
sªowy

0 = R0 = {0}

2. Przez W ¬ V b¦dziemy oznacza¢ fakt, »e W jest podprzestrzeni¡ wektoro-
w¡ V .
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Zadanie 3. Niech V = R3 oraz

W = {(x, y, z) ∈ V | x+ y = 0} ¬ V

a) (2 punkty) Znajd¹ baz¦ przestrzeni ilorazowej V/W i jej wymiar.

b) (3 punkty) Rozstrzygnij czy (1, 2, 1) +W = (−1, 4, 8) +W . (Obydwie
strony równo±ci »yj¡ w przestrzeni V/W ).

Rozwi¡zanie.

a) W jest przestrzeni¡ dwuwymiarow¡ rozpinan¡ przez wektory (1,−1, 0) oraz
(0, 0, 1). Zatem V/W jest jednowymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ i jej
baz¡ jest dowolna warstwa v+W , gdzie v /∈W . Na przykªad v = (1, 0, 0).

b) u+W = v+W wtedy i tylko wtedy gdy u−v ∈W . Obliczmy zatem ró»nic¦
(1, 2, 1)− (−1, 4, 8) = (2,−2,−7) ∈W , wi¦c wskazane warstwy s¡ równe.

Komentarz. Nast¦pne zadanie wymaga najwi¦kszej ilo±ci pracy � b¦d¡cej pro-
stymi obliczeniami. Nie lubi¦ zadawa¢ zada« tego rodzaju, ale s¡ ksztaªc¡ce.

Zrób je � zauwa», »e daªem takie tylko jedno.

Zadanie 4. Rozwa» ci¡g odwzorowa« przestrzeni wektorowych:

0 R3 R4 R2 R2 0A B C

gdzie

A =


1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 1 0

 , B = ( 0 1 0 −10 1 0 −1

)
, C =

(
1 −1
−1 1

)

a) (4 punkty) Oblicz macierze BA, CB.

b) (1 punkt) Poka», »e imA ¬ kerB oraz imB ¬ kerC. (Je±li to trudne,
spójrz punkt wy»ej).

c) (25 punktów) Znajd¹ wymiary i przykªadowe bazy nast¦puj¡cych prze-
strzeni:

kerA, kerB/ imA, kerC/ imB, R2/ imC

Rozwi¡zanie.

a) BA = 0 i CB = 0. Niestety trzeba wymno»y¢.

b) Mamy BA = 0. Zatem dla v ∈ imA bierzemy u takie, »e v = Au. Wówczas
Bv = BAu = 0u = 0, czyli v ∈ kerB. Oczywi±cie zarówno obraz jak
i j¡dro s¡ przestrzeniami wektorowymi. Dowód drugiego zawierania jest
caªkowicie analogiczny.
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c) Liczymy wszystkie mo»liwe przestrzenie:

kerA = 0

kerB = imA =



x
y
z
y

 : x, y, z ∈ R


kerC = imB =

{(
u
u

)
: u ∈ R

}
imC =

{(
v
−v

)
: v ∈ R

}
Mamy zatem kerA = kerB/ imA = kerC/ imB = 0 (pusta baza) oraz
R2/ imC ' R z pojedynczym wektorem bazowym x+imC, gdzie x /∈ imC
(na przykªad x = (1, 0)).

Powiew homologii singularnej

Komentarz. To zadanie ma dªug¡ tre±¢, ale po odszyfrowaniu de�nicji staje
si¦ trywialne.

Cierpliwo±¢ warto nagrodzi¢ wieloma punktami.

Zadanie 5. Mamy zbiór k + 1 symboli S0 = {[ei] | 0 ¬ i ¬ k} nazywanych
zerowymiarowymi sympleksami. Traktujemy je jako wektory bazowe przestrzeni
V0 = Rk+1, innymi sªowy wolno nam pisa¢ wyra»enia postaci

3[e0] +
√
2[e1]− 5[e2]

dodawa¢ je i mno»y¢ przez liczby rzeczywiste.
Nast¦pnie wprowadzamy zbiór jednowymiarowych sympleksów S1 = {[ei, ej ] |

0 ¬ i < j ¬ k}, które podobnie nale»y traktowa¢ jak wektory bazowe przestrze-

ni V1 = R(
k+1
2 ). Podobnie mo»na dodawa¢ takie kombinacje i mno»y¢ je przez

liczby rzeczywiste.
Ponadto wprowadzamy dodatkowe symbole [ei, ej ] dla i  j przyjmuj¡c

[ei, ej ] = −[ej , ei]. (W szczególno±ci [ei, ei] = 0).
Kolejnym krokiem s¡ dwuwymiarowe sympleksy S2 = {[ei, ej , el] | 0 ¬ i <

j < l ¬ k} i przestrze« wektorowa V2 = R(
k+1
3 ).

Podobnie wprowadzamy dodatkowe symbole [ei, ej , el], które zmieniaj¡ znak
przy zamianie dowolnych dwóch �wspóªrz¦dnych�. Na przykªad

[e0, e1, e2] = −[e0, e2, e1] = [e1, e2, e0] = −[e2, e1, e0]

Wprowadzamy trzy funkcje liniowe nazywane brzegami

V2 V1 V0 0
∂2 ∂1 ∂0
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poprzez zadanie ich warto±ci na wektorach bazowych

∂0[ei] = 0

∂1[ei, ej ] = [ej ]− [ei]
∂2[ei, ej , el] = [ej , el]− [ei, el] + [ei, ej ]

Zauwa», »e ∂0 ◦ ∂1 = 0: dla dowolnego wektora bazowego [ei, ej ] mamy

∂0(∂1[ei, ej ]) = ∂0([ei]− [ej ]) = ∂0[e1]− ∂0[e0] = 0− 0 = 0

a) (8 punktów) Poka», »e ∂1 ◦ ∂2 = 0. Innymi sªowy rozwa» sympleks
[ei, ej , el] i rozpisz wyra»enie

∂1(∂2[ei, ej , el])

b) (7 punktów) Wymy±l (lub znajd¹) wyra»enie na brzeg n-wymiarowego
sympleksu [e0, e1, . . . , en].

Rozwi¡zanie.

a) Liczymy:

∂1(∂2[ei, ej , el]) = ∂1([ej , el]−[ei, el]+[ei, ej ]) = ([el]−[ej ])−([el]−[ei])+([ej ]−[ei]) = 0

b) W ogólno±ci

∂n[e0, . . . , en] =
n∑
k=0

(−1)k[e0, . . . , ek−1, ek+1, . . . , en]

(Pomijamy k-t¡ �wspóªrz¦dn¡�).

Komentarz. Mamy przestrzenie wektorowe oraz mamy przeksztaªcenia liniowe,
których zªo»enie daje zero... Powinno si¦ to kojarzy¢ z Zadaniem 4.

Komentarz. Poni»sze zadanie jest koncepcyjnie wa»ne dla naszych warsztatów.
Ponownie nie ma nic trudnego, poza ¢wiczeniem cierpliwo±ci w czytaniu.

Zadanie 6. Rozwa» ci¡g przestrzeni wektorowych i funkcji liniowych

· · · V2 V1 V0 0
∂2 ∂1 ∂0

takich, »e ∂n ◦ ∂n+1 = 0 dla wszystkich n. Innymi sªowy im ∂n+1 ¬ ker ∂n
i mo»emy rozwa»y¢ przestrze« ilorazow¡

Hn = ker ∂n/ im ∂n+1

nazywanej n-t¡ przestrzeni¡ homologii.
Celem tego ¢wiczenia jest obliczenie przestrzenii homologii ci¡gu
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· · · R R R R R R 0·1 ·0 ·1 ·0 ·1 ·0

(10 punktów) Uzupeªnij wzór poni»ej

Hn =

{
? n = 0
? n = 1, 2, 3 . . .

Rozwi¡zanie. Mamy H0 = R/0 ' R. (Wymiar wskazuje jedn¡ skªadow¡ ªu-
kowej spójno±ci).

Dla n = 2k > 0 mamy Hn = 0/0 ' 0. Podobnie dla n = 2k + 1 mamy
Hn = R/R ' 0. (Wskazuje to na nieobecno±¢ �n-wymiarowych dziur�).

Podsumowuj¡c

Hn '

{
R n = 0
0 n = 1, 2, 3 . . .

Komentarz. Trywialne? Trywialne. Oka»e si¦, »e to s¡ przestrzenie homolo-
gii przestrzeni Euklidesowych Rk. H0 pokazuje, »e przestrze« Euklidesowa jest
(ªukowo) spójna, a pozostaªe Hn, »e nie ma �n-wymiarowych dziur�.
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