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Uwaga! Wszystkie odpowiedzi powinny mie¢ uzasadnienie. Rozwiazania bez do-
wodu bede ocenia¢ nizej, jezeli w ogdle.

Symbol N bedzie oznaczaé liczby naturalne, liczone od jedynki. Napisy {x, }nen,
{zn}n 1 {z,} oznaczaja to samo.

Co to jest dyskretny uklad dynamiczny?

Dyskretnym ukladem dynamicznym nazwiemy kazda sktadana ze soba wiele razy
funkcje f : X — X, gdzie X jest dowolnym zbiorem. Sktadanie (iteracje) funkeji
oznaczamy

f'=f, fP=fof f"=fo...of — zlozone n razy.

Bedziemy wiec badaé zachowanie ciagu {f"}nen.

Na przyklad wezmy funkcje f(x) = x2. Mamy

flx) =2 fx)= @)=, fPa)=2%..., f'(z) =2, ...
Dla réznych punktéw = € X interesujacy nas ciag moze sie réznie zachowywac.
W przypadku f(z) = 22 dla x = 1 jest stale réwny 1, dla & = —2 jest nieogra-
niczony, dla x = % zbiega do zera. Dla danego punktu x € X ciag {f"(z)}nen
nazywamy orbitq x.

Zadanie 1 Okresl dla jakich wartosci x cigg {f"™(x)}nen jest zbiezny (do cze-
go?) a dla jakich rozbiezny, jedli f jest réwne:
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Uktady dynamiczne sa $cisle powiazane z modelowaniem réznych proceséow w
fizyce, biologii i innych dziedzinach.

Wyobrazmy sobie, ze hodujemy bakterie. Chcielibysmy si¢ dowiedzie¢ jak w
kolejnych tygodniach zycia kolonii bedzie si¢ zmienia¢ ich liczebnosé. Poniewaz
mamy ograniczone miejsce, jest pewna maksymalna ilo$¢ bakterii, ktére moga
zy¢ na raz w naszej hodowli. Najprostszym pomystem jak opisaé liczbe bakterii
w n-tym tygodniu badania bedzie réwnanie

Tp = Tp-1+ bnfl - dnfl

gdzie z,, oznacza liczbe bakterii zaobserwowang na poczatku n-tego tygodnia,
by, - liczbe bakterii narodzonych w n-tym tygodniu, a d,, - liczbe bakterii, ktore
zmarly w n-tym tygodniu. Wartosci b,,_1 i d,,—1 beda w jakis sposéb zaleze¢ od
Zn—1. Mozemy zgadywad, ze wyrazy ciagu {Z, }nen beda zblizaé sie do maksy-
malnej mozliwej liczby bakterii w naszym srodowisku, potem spadaé, by¢ moze
znowu sie zwiekszaé. Zadaniem matematyka bedzie znalez¢ funkcje, ktorej ite-
racje przyblizaja dobrze ciag {x,}nen. W czasie warsztatéw prawdopodobnie
oméwimy podobny przyktad.

Zadanie 2 Opisaé jakis niematematyczny problem jezykiem iteracji funkcji (mo-
ze byé nieformalnie i bez szczegdlow).

Elementy topologii

Podam tu tylko definicje dla przestrzeni metrycznych, bo raczej nie bedziemy
poza nie wychodzi¢. Prawdopodobnie przez cate warsztaty bedziemy zaktadacé,
ze X, ktére do tej pory oznaczato dowolny zbiér, jest réwne R, R?, R3 lub prze-
strzeni ciagdéw zerojedynkowych, o ktorej zaraz cos opowiem.

Przestrzen metryczna to zbior X wraz z funkcja d : X x X — R, ktora spelnia
nastepujace warunki:
1. d(z,z) =0,
2. d(x,y) = dly, »),
3. d(z,y) < d(z, z)+d(z,v).
Gdzie z,y,z € X.
Zadanie 3 Udowodnié, ze funkcja g(x,y) = |x —y|, dla x,y € R, jest metrykq.

Kulg otwartg o promieniu r i Srodku x nazwiemy zbiér wszystkich punktéw
odlegtych od x o mniej niz r.

K(z,r)={y € X :d(z,y) <r}

Analogicznie, kulg otwartg o promieniu r i $rodku x nazwiemy zbidr wszystkich
punktéw odlegtych od x o co najwyzej r.

K(x’T):{yGX:d(x’y) <T}



Powiemy, ze zbiér U jest otwarty, jesli dla kazdego punktu = € U istnieje kula
o $rodku w z, ktora zawiera si¢ w U. Dopelnienie zbioru otwartego nazywamy
zbiorem domknietym. Dodatkowo zbidr pusty jest otwarty i cala przestrzen X
jest zbiorem otwartym. Rodzine otwartych podzbiorow X nazywamy topologig
na X.

Zadanie 4 Okresli¢, czy podany zbior jest otwarty, czy jest domkniety, czy ani
taki, ani taki:

1. 0,
2. kula domknieta,
3. kula otwarta,

4- [0, 1),
5
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Funkcje nazywamy cigglg, jesli przeciwobraz przez ta funkcje kazdego zbioru
otwartego jest zbiorem otwartym. Zapoznajcie sie z réwniez z analityczng defi-
nicja ciaglosci.

Rozwazmy 3 - zbiér wszystkich mozliwych ciggéw zer i jedynek. Zdefiniujmy
funkcje
d({x, ), {yn}) = 27 Uzabdynl)

gdzie {z,},{yn} € &, a a({zn}, {yn}) to najmniejszy indeks, na ktérym te ciagi
sie réznia.
Zadanie 5 Udowodnié, ze powyzsza funkcja jest metrykg. Okresli¢ jok wyglg-

dajg w tej metryce kule otwarte i domkniete.

Shiftem nazwiemy odwzorowanie o : ¥ — ¥ ktére odrzuca pierwszy element
ciagu i zmniejsza o 1 pozostala numeracje, czyli

o({zn})i = Tit1.

Na przyktad

c(0,1,0,1,0,1,...) =1,0,1,0,1,0,...
Iterowanie shiftu obcina kolejne elementy ciagu. Shift jest funkcja ciagla i sur-
jekcja.

Zadanie 6 Czy istnieje taki cigg zerojedynkowy {x,}, Ze w jego orbicie {o™(x)},
znajdugje sie kazdy inny cigg?



Wtasnosci dyskretnych uktadéw dynamicznych

Powiemy, ze punkt x € X jest punktem stalym funkcji f : X — X jesli f(z) = «.
Zauwazmy, ze wtedy f"(x) = x dla kazdej liczby naturalnej n.

Punktem okresowym funkcji f : X — X nazywamy taki punkt =z € X, ze
dla pewnego n naturalnego zachodzi f™(x) = x. Jesli n jest najmniejsze takie,
nazywamy je okresem punktu x.

Zadanie 7 Podaj przyklad funkcji, ktdra ma punkt okresowy o okresie 5.
Zadanie 8 Podaj przyklad funkcji, ktora nie ma punktow okresowych.

Przestrzen X ma wlasnosé punktu stalego, jesli dla kazdej funkcji ciagtej f :
X — X istnieje z € X, dla ktérego f(z) = x.

Wyobrazmy sobie, ze X = S! to okrag, a f jest obrotem o kat 7+ Obrét ten nie
ma punktéow statych, wiec okrag nie ma wtasnosci punktu statego.

Zadanie 9 Udowodnij, Ze odcinek [0,1] ma wlasno$é punktu stalego.

Zadanie 10 Czy odcinek (0,1) ma wlasnosé punktu stalego?



