Zadania kwalifikacyjne
Kombinatoryka nieskonczona

1 Ogloszenia dusz... organizatorskie

Rozwiazania prosze wysyltaé za pomoca udostepnionej przez organizatoré6w opcji na stronie warsztatéow w
terminie ustalonym przez organizatoréw. Wszelkie pytania prosze kierowaé na adres:

mt394587Qstudents.mimuw.edu.pl

z dopiskiem w temacie '|[WWW] Imie nazwisko’. Robienie wszystkich zadari nie jest konieczne, ale warto
zapoznaé sie z ich trescia i dodatkowymi komentarzami. Zadania wystane przed terminem postaram
sie sprawdzi¢ jak najszybciej, by podesta¢ moje uwagi i da¢ mozliwo$é wystania poprawek. Czesciowe
rozwiazania takze beda oceniane. W razie probleméw, uwag, watpliwosci, poprawek (nawet literowek) lub
pytan piszcie na wyzej podanego maila. Postaram sie odpowiedzie¢ w ciggu 48 godzin.

2 Pojecia pierwotne, prosze nie nazywac ich ’pierwotniaki’

Podczas warsztatéw bedziemy zajmowali sie kombinatoryka na zbiorach nieskoniczonych. By moéc w petni
formalnie nad nimi pracowaé, potrzebujemy wprowadzi¢ kilka podstawowych pojeé¢ z zakresu teorii mno-
gosci, by by¢ swiadomymi, czym w ogdle sie zajmujemy.

Pojeciami pierwotnymi (czyli takimi, ktorych znaczenie przyjmujemy za znane, nie definiujemy ich w
zadne sposob) teorii mnogosci jest zbior (bedziemy je zazwyczaj oznaczaé przez wielkie litery X, Y, Z, ...)
i relacja nalezenia (oznaczana mala grecka litera epsilon €). Przykladowo napis 1 € N oznacza ’liczba
jeden nalezy do zbioru liczb naturalnych’. Warto podkresli¢, ze w aksjomatyce ZFC (o ktorej wiecej za
chwile) elementy zbior6w réwniez sa zbiorami, w szczegblnosci, we wspomnianym powyzej przyktadzie,
jedynka réwniez jest zbiorem. Przez aksjomat rozumiemy twierdzenie, ktérego prawdziwosc przyjmujemy
za z gory dang i na jej podstawie dopiero wyciagamy kolejne wnioski.

3 Aksjomatyka ZFC (nie myli¢ z firma sprzedajaca panierowane kur-
czaki)

Podczas zajec¢ bedziemy poruszali sie w obrebie aksjomatyki ZFC (Zermela-Fraenkla z aksjomatem wyboru).
Ponizej wypisze kilka sposrod aksjomatow (pelna ich liste mozna znalezé w internecie lub literaturze):

1. Jedli zbiory X i Y maja te same elementy, to X =Y.

2. Dla dowolnej pary elementéw a, b istnieje zbior {a, b} zawierajacy dokladnie te elementy.

3. Istnieje zbiér nieskoriczony.

4. Dla dowolnej wtasnosci P (z ewentualnym parametrem p) i dowolnego zbioru X i parametru p istnieje
zbior Y = {u € X : P(u,p)} zawierajacy dokladnie te elementy X, ktore spelniaja wtasnos¢ P z parame-
trem p. Innymi stowy oznacza to, ze dla konkretnego zbioru X mozemy wybraé¢ jego podzbidr spetniajacy
pewng wlasnosé (na przyktad ze zbioru liczb naturalnych mozemy wybraé¢ podzbior liczb majacych whas-
nos¢ "bycia parzystymi").

5. Dla dowolnego zbioru X istnieje zbidr potegowy P(X), czyli zbidr zawierajacy wszystkie podzbiory
zbioru X.

Jakkolwiek czwarty z podanych aksjomatéow moze wydawacé si¢ sformutowany w sposéb nieintuicyjny,
nie chcemy dopuszczaé mozliwosci definiowania zbioréw jedynie poprzez podanie wlasnosci jego elementéw
(bez zdefiniowania 'nadzbioru’, w ktérym sie znajdujemy). Jednym z powoddw, przez ktore nie chcemy
do tego dopuscié, jest paradoks Russela:



Zadanie 1. (2 pkt.) Udowodnij, ze nie istnieje zbior S o wtasnosci ’do S naleza wszystkie zbiory,
ktore nie naleza same do siebie’ (S ={X : X ¢ X}).

Zadanie 2. (2 pkt.) Udowodnij, ze z paradoksu Russela i przedstawionych wczesniej aksjomatow wynika,
ze nie istnieje zbiér wszystkich zbioréw.

Zadanie 3. (2 pkt.) Udowodnij, ze z przedstawionych aksjomatow wynika, Ze istnieje zbior pusty.

Na tym Kkorcze swdj opis aksjomatyki ZFC. Nie chcialbym poswiecaé jej szczegdlnie duzo uwagi,
bardziej chodzito mi o samg $wiadomo$é jej istnienia. Zachecam jednakowoz do zapoznania sie z pelng
ich lista i préoby zrozumienia, co poszczegélne aksjomaty oznaczaja.

4 Nienaturalna definicja liczb naturalnych

Zbioér liczb naturalnych, z ktérego bedziemy wielokrotnie korzystali podczas warsztatéw, jest tozsamy, co
do wtasnosci, z powszechnie rozumianym pojeciem liczb naturalnych (przy zalozeniu, ze do liczb natural-
nych zaliczmy zero), ale poznanie przedstawionej ponizej definicji pomoze nam lepiej zrozumieé¢ pojecia
wprowadzone na zajeciach dotyczace liczb porzadkowych i kardynalnych.

Dla liczb naturalnych definiujemy funkcje nastepnika S : N — N (rozumiang jako "S(n) =n+1") w
nastepujacy sposob:

S(z) =z U{z}

Oznaczmy rownoczesnie 0 := (). Otrzymujemy w ten sposob formalnie zdefiniowany zbior liczb natu-
ralnych i tak na przyktad:
1:=5(0) = 0U {0} = 0 U {0} = {0} = {0}
2:=5(1) =10 {1} = {0} U {{0}} = {0, {0}} = {0, 1}
3:=95(2) =20{2} ={0,{0}} U{{0, {0} }} = {0, {0}, {0, {0}}} = {0, 1,2}

Zadanie 4. (1 pkt.) Uzywajac jedynie symboli } , {, () zapisz liczbe "6".

5 Porzadek, niekoniecznie taki, ze w pokoju jest czysto

7 aksjomatéw 2, 4 i 5 mozemy wywnioskowaé, ze dla dowolnego zbioru mozemy zdefiniowaé zbior jego
dwuelementowych podzbioréw (nazywanych fachowo ’parami’). Korzystajac z nich mozemy w sposob
formalny zdefiniowaé¢ pary uporzadkowane w nastepujacy sposob:

(a7 b) = {a7 {a7 b}}

Intuicja stojaca za pojeciem pary uporzadkowanej jest taka, ze dla dowolnych elementéow a,b,c,d € X
zachodzi (a,b) = (¢, d) wtedy i tylko wtedy, gdy a = ¢ i b = d. W szczegdlnosci elementy a, b nie musza
byé rézne.
Korzystajac z pojecia par uporzadkowanych definiujemy pojecie relacji jako pewnego podzbioru zbioru par
uporzadkowanych. Mozemy zdefiniowa¢ na przyktad relacje podzielnosci liczb naturalnych R w nastepu-
jacy sposob:

(a,b) e R <= JkeN: b=k-a



Niekiedy stosuje sie w powyzszej rowniez zapis a|b lub (ogodlnie dla relacji) aRb.

Szczegdlnym przyktadem relacji jest funkcja, czyli relacja R spelniajaca Vo € X Jy € YV : (z,y) € R
oraz Y(a,b),(c,d) € R:a = c = b= d. Pierwszy napis oznacza, ze funkcja przyporzadkowuje kazdemu
elementowi zbioru X jakis element zbioru Y, zas drugi - ze przyporzadkowuje co najwyzej jeden taki el-
ement. Warto zauwazy¢, ze ukradkiem wprowadzitem tutaj zatozenie, ze mozemy zdefiniowaé relacje na
iloczynie kartezjanskim zbioréw X x Y. Dalej, poza pojeciem funkcji, bedziemy zajmowali sie jedynie
relacjami, w ktorych oba elementy nalezg do tego samego zbioru.

Relacje R C X x X spelniajacg nastepujace wtasnosci:

zwrotnos¢é
Vee X : (z,x2) € R
przechodniosé
Ve,y,z € X (z,y) € RA(y,2) € R= (z,2) € R
antysymetrycznosé

Ve,y e X : (z,y) € RA(y,x) ER=x=1y

nazywamy (czesciowym) porzadkiem i czesto oznaczamy symbolem ” < 7 (na przyklad (z,y) € R
oznaczamy jako z < y).

Relacje R’ C X x X zdefiniowana:
Ve,ye X : (z,y) e R < (z,y) e RAz #y

nazywamy ostrym porzadkiem i czesto oznaczamy symbolem "<".

Relacje czesciowego porzadku R C X x X, w ktorej dodatkowo zachodzi
Ve,y € X : (z,y) € RV (y,x) € R

nazywamy liniowym porzadkiem.
Zadanie 5. (2 pkt.) Uzasadnij, ze relacja € w zbiorze N jest liniowym porzadkiem.

Zadanie 6. (3 pkt.) Sprawdz, dla jakich zbioréw X relacja zawierania C jest:

-czeSciowym porzadkiem,

-liniowym porzadkiem

na zbiorze P(X) - zbiorze potegowym zbioru X (czyli zbiorze zawierajacym wszystkie podzbiory zbioru X).

Dla dowolnego porzadku < na zbiorze X i podzbioru A C X definiujemy element najmniejszy podzbioru
A jako element a € A spelniajacy Vo € A : a < x. Nie twierdzimy przy tym, ze kazdy zbiér posiada
element najmniejszy.

Relacje liniowego porzadku na zbiorze X nazywamy dobrym porzadkiem, jesli kazdy niepusty podzbiér
zbioru X posiada element najmniejszy.

Zadanie 7. (4 pkt.) Czy dobrym porzadkiem jest:
-< na zbiorze Z

-< na zbiorze N

-< na zbiorze [0,1] C R

-C na zbiorze P({a,b,c,d,e})?



Zadanie 8. (2 pkt.) Udowodnij, ze zbior X z relacja < jest dobrym porzadkiem wtedy i tylko wt-
edy, gdy w X nie istnieje nieskoriczony ciag malejacy.

Zadanie 9. (2 pkt.) Udowodnij, ze jesli X z relacja < jest dobrze uporzadkowany (< jest dobrym
porzadkiem na Z) i F : X — X jest funkcja rosnaca (inaczej mowiac: zachowujaca porzadek, czyli
r<y=F(zx)<F(y)),toVex € X: F(x) > x.

6 Rownoliczno$é, czyli droga do szalenistwa

O funkcji f : X — Y mowimy, ze jest r6znowartosciowa, jesli Va,b € X : f(a) = f(b) = a =b.

O funkcji f: X — Y moéwimy, ze jest na, jesliVa € Y 3be B: f(b) = a.

O funkcji f: X — Y mowimy, ze jest bijekcja, jesli jest réznowartosciowa i na.

O zbiorach X, Y mowimy, ze sa rownoliczne (ozn. |X| = |Y]), jesli istnieje bijekcja z X w Y.

Jesli istnieje funkcja f : X — Y, ktora jest roéznowartosciowa, to moéwimy, ze zbiér X jest mocy nie
wiekszej niz zbior Y (ozn. |X| < |Y)).

Jesli istnieje funkcja f : X — Y, ktora jest na, to méwimy, ze zbiér X jest mocy nie mniejszej niz zbior
Y (ozn. |X| > |Y]). Dla dowolnych zbiorow A, B zachodza nastepujace dwa twierdzenia:

-[Al < |B|A A = |B| = [A] = |B]

-prawo trychotomii: |A| < |B|V |[A] > |B|V |A| = |B| (to twierdzenie jest réwnowazne aksjomatowi
wyboru).

Zadanie 10. (1 pkt.) Udowodni¢, ze zbiory N i Z sa réwnoliczne.
Zadanie 11. (2 pkt.) Udowodni¢, ze zbiory N i Q sa réwnoliczne.

Zadanie 12. (2 pkt.) Udowodni¢, ze zbiory P(N) i 2N (czyli zbiér funkeji ze zbioru liczb natural-
nych w {0,1}) sa rownoliczne.

Zadanie 13. (dodatkowe) Udowodnié, ze zbiory N i 2N NIE sa réwnoliczne.

Zadanie 14. (dodatkowe - trudne) Udowodnié¢ podane na korcu sekcji 6. twierdzenia.



