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Informacje wstepne:

1. Zadanka wysytamy przez formularz na stronie WWW.

2. W razie watpliwosci, niescistosci, przemysleri, bolu egzystencji — pisa¢ na
mejla: radrowicki malpa gmail com.

3. Nie narzucam zadnego jezyka programowania. Doceniam egzotyke.

4. Rozpatrujemy tylko i wylacznie dwuwartosciowa logike klasyczng.

Teoria

Dowiedz sie i wyjasnij czym sie rozni logika pierwszego rzedu od logiki drugiego rzedu
(2 pkt). Podaj przyktad zdania w logice drugiego rzedu, ktoére nie jest zdaniem w
logice pierwszego rzedu (1 pkt).

Rachunek zdan
Ocen prawdziwosé zdan (z uzasadnieniem):
1. Brukselka jest smaczna (0 pkt)

2. Zdanie (a = (b = ¢)) <= ((aANb) = c¢) jest tautologia w logice
klasycznej (2 pkt)

3. Zdanie ((aVb) = ¢) <= ((a = )N\ (b = c¢)) jest tautologia w logice
klasycznej (2 pkt)

4. Zdanie =(((p = r)A(¢ = s)A(-pV-s)) = (—pV —q)) jest spelnialne
w logice klasycznej (2 pkt)

Modele logiczne

Dla kazdego zdania skonstruuj model, w ktérym jest ono prawdziwe (lub pokaz, ze
taki nie istnieje).

L =((f(z) <= (f(y) Ag(®))) = g(y)) Ag(x) (2 pkt)
2. Vo 3y.(f(z) A=(32.f(2))) V (mg(y) (y)) (2 pkt)
3. JyVa.(f(z) A~(32.f(2))) V (mg(y) (v)) (2 pkt)
4. (Vf.(Fo.f(2)) A (3f, gVo.f(x) == —g(2)) (2 pkt)
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Arytmetyka

Rozpatrujemy model nad zbiorem liczb naturalnych (z zerem) z zadanymi predyka-
tami

e SUM, taki ze SUM(A, B,C') zachodzi wtw A+ B =C
e SUB, taki ze SUB(A, B, C) zachodzi wtw A — B =C
e MUL, taki ze MUL(A, B,C) zachodz wtw Ax B =C

Zdefiniuj formute w logice drugiego rzedu FAC taka, ze FAC(N, F') zachodzi
wtw N! = F (silnia). Formuta nie moze by¢ rekurencyjna. Mozna definiowaé formuty
pomocnicze. (6 pkt)

Programowanie

Napisz zadane programy (w dowolnym jezyku, moze by¢ pseudokod). Zasady:
1. Zakaz uzywania petli.
2. Zakaz uzywania goto.
3. Zakaz wstawek assemblerowych ktore majstruja przy EIP/RIP.
4. Zakaz list comprehensions

5. Kazda zmienna moze mieé¢ przypisang wartos¢ tylko jeden raz w kodzie. Tzn.
mozna korzystac tylko ze “statych”. Jesli wybrany jezyk ich nie wspiera, nalezy
po prostu pilnowaé¢ by zadna zmienna nie zostata nadpisana.

6. Mozna (...trzeba) korzystaé¢ z rekurencji.

7. Nie korzystamy z gotowcow w bibliotece standardowe;j.

Napisz program ktory:
1. Policzy n pierwszych z kolei liczb pierwszych (NIE wszystkie liczby pierwsze
mniejsze od n) (4 pkt)
2. Podniesie n do potegi k. Program ma dziata¢ w czasie O(log(k)) (4 pkt)
3. Policzy podloge z pierwiastka kwadratowego n (4 pkt)

4. Posortuje liste/tablice liczb. (O(n?) — 4 pkt, O(n * log(n)) — 6 pkt)

Indukcja

Zapomnijmy na razie o catej arytmetyce, jaka znamy. Wyobrazmy sobie, ze zyjemy w
Swiecie, gdzie w matematyce znane sg jedynie funkcje, zbiory i logika. Jak sie tatwo
domysli¢, nie jest nam tu tatwo. Probujac kupi¢ co$ w sklepie zaczynamy tesknic¢ za
cudownym wynalazkiem jakim sa liczby — ktorych w naszym $wiecie brakuje.

Jako herosi tej wybitnej krainy postanawiamy cos z tym zrobi¢ i uratowaé ludz-
kosé od wiecznego nieliczenia.



Od czegos trzeba zaczaé - zatem zacznijmy od niczego. Zdefiniujmy sobie zero lub
0 jako nic. Niestety to zbyt malo - na Swiecie bywaja rézne obiekty, ktorych jedna
z charakterystycznych cech jest to, ze istniejg. Wiec nie jest ich zero. Potrzebujemy
wiec jakiegos narzedzia by je zlicza¢. Musimy zatem utworzy¢ do tego pewien zbior,
ktory nazwiemy majestatycznie zbiorem liczb naturalnych i bedziemy oznaczaé¢ go
N. Okreslimy teraz 5 aksjomatow, czyli powszechnych prawd przyjetych w ramach
definicji naszego zbioru:

1. 0 jest liczba naturalna.

2. Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje inna liczba naturalna, ktora jest jej
nastepnikiem i oznaczymy ja s(n) (btw. s jest funkcja N — N).

3. 0 nie jest nastepnikiem zadnej liczby naturalne;j.
4. Jedli liczby naturalne n i m maja réwne nastepniki, to sa sobie réwne.
5. (Aksjomat indukcji) Jesli
e Pewna forma zdaniowa (twierdzenie) W jest prawdziwa dla 0
o 7 faktu, ze W jest prawdziwe dla n wynika, iz jest tez prawdziwe dla s(n)
to W jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalne;.

Super! Mamy liczby! Mozemy teraz sie nimi bawié: niech 1 = s(0), 2 = s(1) =
s(s(0)) itd. Ale wciaz brakuje nam wielu innych waznych rzeczy. Nie znamy doda-
wania, mnozenia, odejmowania i masy prawd, ktére w realnym swiecie sa oczywiste.
Ze zdefiniowaniem dwoch pierwszych chetnie Ci pomoge:

Dodawanie:

a+0=a

a+ s(b) =s(a+b)

Mnozenie:

ax0=0
axs(b)=axb+a

Ale dalej musisz poradzi¢ sobie sam.
Zadania:

1. Udowodnij, ze a + 1 = s(a) (0.5 pkt)

2. Udowodnij, ze 0 + a = a (to nie jest czes¢ definicji dodawanial) (0.5 pkt)
3. Udowodnij, ze 2 + 2 = 4. Przyjmijmy 4 = s(s(s(s(0)))). (0.5 pkt)

4. Udowodnij, ze a * 1 = a (0.5 pkt)

5. Udowodnij, ze dodawanie jest taczne i przemienne, tj (a +0) +c=a+ (b+c¢)
oraz a +b=0b+ a (2 pkt)

6. Udowodnij, ze mnozenie jest taczne i przemienne (3 pkt)
7. Udowodnij, ze (a + b) x ¢ = a* c+ b*c (2 pkt)

Kmina: Jak wyobrazasz sobie definicje liczb catkowitych i wymiernych w na-
szym systemie? Czy mozliwe jest okreslenie liczb rzeczywistych? Jesli tak, to w jaki
sposob? Jesli nie, to dlaczego?



