Zadania kwalifikacyjne

1 Wstep

Rozwiazania prosze wysylaé¢ poprzez strone warsztatéw do 16 maja. Forma jest
zupelnie dowolna, byleby czytelna. Nie trzeba robi¢ wszystkich zadan. Warto
wysylaé¢ nawet czeSciowe rozwiazania, poniewaz bede je bral pod uwage przy
ocenianiu. W razie jakichkolwiek watpliwosci, probleméw itd. - piszcie na maila
podanego na stronie warsztatow.

2 Analiza

0. Znajdz w dowolym zrodle definicje granicy ciggu oraz sumy szeregu.

1. Udowodnij bezposrednio z definicji granicy, ze lim, SifL” =0.

2. Udowodnij bezposrednio z definicji sumy szeregu, ze ZZOZO q" = %_q, gdy
lg] < 1.

3. W dawnych matematycznych czasach (XVII - XVIII wiek) nie istniata
jeszcze $cista terminologia i aksjomatyka. Wieloma pojeciami postugiwano sie
wytacznie "intuicyjnie", co prowadzilo do wielu paradokséw. Oto przyktad
zagadnienia, ktore w tych czasach byto prawdziwym, powaznym problemem
matematycznym. Rozwazmy sume nieskoriczona s = Y.~ ((—1)". Z jednej
strony mamy

s=1-1)+(1-1)+(1-1)+..=0+04+0+..=0
z drugiej strony
s=14+(-1+41)+(-14+1)+(-14+1)+..=14+0+0+0+..=1

z trzeciej strony

1
1-s=1-(1-141—-..)=1—-1+41—..=s skad s=3
Wyttumacz zrédlo owego paradoksu i wyjasnij, czemu we wspotczesnej matem-

atyce juz on nie wystepuje.

Niech A C R bedzie dowolnym podzbiorem. Ograniczeniem goérnym zbioru
A nazywamy dowolna liczbe = € R ktora jest niemniejsza od kazdego elementu
A. Za ograniczenie gorne dowolnego zbioru przyjmujemy takze co. Najmniejsze
ograniczenie gorne zbioru A nazywamy jego kresem gérnym lub supremum i
oznaczamy sup A. Analogicznie definiujemy ograniczenie dolne oraz kres dolny
lub infimum jako najwieksze ograniczenie dolne. Przyjmujemy przy tym, ze



sup () = —oo oraz inf ) = co. Supremum i infimum zawsze istniejq, ale nie bede
tego dowodzil (czesto przyjmuje sie to za aksjomat zbioru liczb rzeczywistych).

4. Wyznacz kresy nastepujacych zbioréw:
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gdzie N oznacza zbidr liczb naturalnych dodatnich.

b)

3 Teoria mnogosci

Jest jasne, ze jezeli chcemy méwié¢ o mierzeniu rzeczy, to musimy nauczyé sie w
jakis sposéb mowié o zbiorach nieskonczonych. Kazda sensowna figura lub bryta
jest przeciez nieskoriczonym zbiorem punktéw. Narzedzi do tego celu dostarcza
nam dziedzina matematyki nazywana teoria mnogos$ci. Nam bedzie potrzebne
tylko jedno z tych narzedzi, a mianowicie pojecie zbioréow przeliczalnych.
Funkcje f: A — B nazywamy iniekcja, jezeli jest roznowartosciowa.

Funkcje f : A — B nazywamy suriekcja, jezeli kazdy element B jest obrazem
pewnego elementu A.

Funkcje f: A — B nazywamy bijekcja, jezeli jest iniekcja i suriekcja.
Intuicyjnie bijekcja jest wiec polaczeniem w pary elementéw dwoch zbiorow.
Dwa zbiory A i B nazywamy réwnolicznymi, jezeli istnieje bijekcja f : A — B.
Zbiér nazywamy przeliczalnym, jezeli jest réwnoliczny z pewnym pozdzbiorem
zbioru N liczb naturalnych. Mozna pokazaé, ze zbior przeliczalny jest skonczony
lub réwnoliczny z N.

0. Przeczytaj nastepujace trzy artykuty:
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_mnogosci/2018/12/
28/Hotel_Hilberta/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_mnogosci/2019/04/
29/Jak_policzyc_nieskonczone/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_mnogosci/2019/08/
26/Nie_kazda_jest_taka_sama_/

1. Ktore z ponizszych zbioréw sa przeliczalne? Odpowiedz uzasadnij.
a) zbior wielomianéw w wspolezynnikach catkowitych

b) zbior liczb niewymiernych

c) zbior ciagow (z,,) liczb rzeczywistych takich, ze lim,— o0 2, =0

d) zbior ciagow (z,,) liczb catkowitych takich, ze lim,, oo , =0

2. Udowodnij, ze suma przeliczalnie wielu zbioréw przeliczalnych jest zbiorem
przeliczalnym.


http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_mnogosci/2018/12/28/Hotel_Hilberta/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_mnogosci/2018/12/28/Hotel_Hilberta/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_mnogosci/2019/04/29/Jak_policzyc_nieskonczone/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_mnogosci/2019/04/29/Jak_policzyc_nieskonczone/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_mnogosci/2019/05/26/Nie_kazda_jest_taka_sama_/
http://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/teoria_mnogosci/2019/05/26/Nie_kazda_jest_taka_sama_/

4 Zadania z gwiadka

Na koniec kilka zadan "z gwiazdka", ktore sa juz bardzo bezposrednio zwiazane
z tym, czym bedziemy si¢ zajmowaé¢ na zajeciach. Na pewno nie beda one
koniecznie do kwalifikacji, ale goraco zachecam do zapoznania sie¢ z nimi.

1. Udowodnij, ze okrag bez punktu mozna podzieli¢ na dwie roztaczne czesci, z
ktoérych za pomoca samych obrotéw mozna ztozyé caty okrag.

2. Niech U bedzie przeliczalng rodzing otwartych przedzialéw zbioru liczb
rzeczywistych R, taka, ze kazda liczba wymierna znajduje sie w pewnym przedziale
nalezacym do U. Niech 2 bedzie zbiorem wszystkim takich rodzin. Oczywiscie
€ jest niepusta, bo na przyktad {R} € Q, {(—o0, v2), (v/2,00)} € Q. Wyznaczyé¢

wartosé
inf{Zm :UEQ},

IeU

gdzie |I| oznacza dlugosé przedziatu I.
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