
Zadania kwali�kacyjne

1 Wst¦p

Zadania prosz¦ wysyªa¢ przez stron¦ warsztatów w terminie podanym na stronie warsztatów
(na ten moment do 6 czerwca). Oczywi±cie nie trzeba robi¢ wszystkich zada« (niektóre
s¡ do±¢ trudne). Celem jest, aby±cie poprzez my±lenie nad nimi zapoznali si¦ dokªad-
nie z poj¦ciami, które b¦d¡ potrzebne na warsztatach. To, czy w ka»dym przypadku
uda wam si¦ doprowadzi¢ rozumowanie do ko«ca nie jest ju» takie wa»ne. Z tego te»
powodu chciaªbym, »eby±cie, je»eli nie uda wam si¦ jakiego± zadania zrobi¢ w caªo±ci,
wysyªali tak»e cz¦±ciowe rozwi¡zania, pomysªy itp. Wszelkie uwagi co do zada«, pro±by o
wskazówki, pro±by o dodatkowy materiaªy i tym podobne rozterki »yciowe mo»na kierowa¢
na m.zimny@students.mimuw.edu.pl

2 De�nicje

Niech X b¦dzie dowolnym zbiorem. Funkcj¦ d : X × X → [0,∞) nazywamy metryk¡ na
X, je»eli speªnia one nast¦puj¡ce warunki:

a) d(x, y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = y,

b) d(x, y) = d(y, x) dla dowolnych x, y ∈ X,

c) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) dla dowolnych x, y, z ∈ X.

Par¦ (X, d) nazywamy w takim wypadku przestrzeni¡ metryczn¡.
Je»eli dodatkowo funkcja d speªnia mocniejsz¡ wersj¦ warunku c, a mianowicie

c') d(x, y) ≤ max(d(x, z), d(z, y)) dla dowolnych x, y, z ∈ X,

to nazywamy j¡ ultrametryk¡.

Mówimy, »e ci¡g (xn) elementów przestrzeni X jest zbie»ny do x, je»eli

lim
n→∞

d(xn, x) = 0.

Mówimy, »e podzbiór A ⊆ X jest g¦sty w X, je»eli dla ka»dego x ∈ X istnieje ci¡g (an)
elementów A, który jest zbie»ny do x.

Niech (X, d), (Y, d′) b¦d¡ przestrzeniami metrycznymi i niech U ⊆ X. Mówimy, »e funkcja
f : U → Y jest ci¡gªa w punkcie x0 ∈ U , je»eli dla ka»dego ci¡gu (xn) zbie»nego do x0,
ci¡g f(xn) jest zbie»ny do f(x0). Równowa»nie, je±li

∀ε > 0 ∃δ > 0 d(xn, x0) < δ ⇒ d′(f(xn), f(x0)) < ε.

Je»eli funkcja jest ci¡gªa w ka»dym punkcie swojej dziedziny, to nazywamy j¡ po prostu
ci¡gª¡.

Klasycznym przykªadem przestrzeni metrycznej jest (R2, de), gdzie de jest tzw. metryk¡
euklidesow¡ dan¡ wzorem

de((x1, y1), (x2, y2)) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.
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3 Zadania

1. Udowodnij, »e poni»sze pary s¡ przestrzeniami metrycznymi.

(a) (R2, dm), gdzie dm dane jest wzorem

dm((x1, y1), (x2, y2)) = |x1 − x2|+ |y1 − y2|.

(b) (C([0, 1]), d), gdzie C([0, 1]) jest zbiorem funkcji ci¡gªych na przedziale [0, 1] o
warto±ciach rzeczywistych, a d dane jest wzorem

d(f, g) = max
x∈[0,1]

|f(x)− g(x)|.

(c) (Q, dp), gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡, dp dane jest wzorem

dp(x, y) =

{
0 x = y
p−ordp(x−y) x 6= y

,

gdzie ordp jest funkcj¡ zde�niowan¡ nast¦puj¡co. Je»eli x ∈ Z \ {0}, to ordp(x)
jest najwi¦ksz¡ pot¦g¡ p dziel¡c¡ x, np. ord2(3) = 0, ord5(250) = 3. Funkcj¦ t¦
rozszerzamy na Q \ {0} wzorem

ordp

(
x

y

)
= ordp(x)− ordp(y).

2. (a) Udowodnij, »e metryka z podpunktu c powy»szego zadania jest ultrametryk¡.

(b) Poka», »e w przestrzeni z ultrametryk¡ ka»dy trójk¡t jest równoramienny, tzn.
dla dowolnych trzech punktów x, y, z ∈ X zachodzi d(x, y) = d(x, z) lub d(y, x) =
d(y, z), lub d(z, x) = d(z, y).

(c) Poka», »e w przestrzeni z ultrametryk¡ ka»dy punkt we wn¦trzu koªa jest jego
±rodkiem, tzn. je»eli a ∈ X, r ∈ (0,∞) i zde�niujemy koªo (otwarte) o ±rodku a
i promieniu r

B(a, r) = {x ∈ X : d(x, a) < r},

to B(a, r) = B(b, r) dla dowolnego b ∈ B(a, r).

3. Poka», »e funkcja ci¡gªa o warto±ciach rzeczywistych okre±lona na g¦stym podzbiorze
przestrzeni metrycznej, mo»e zosta¢ w jedyny sposób rozszerzona na caª¡ przestrze«
z zachowaniem ci¡gªo±ci.

4. Poka», »e ci¡g elementów R2 jest zbie»ny do jakiej± granicy w metryce dm wtedy i
tylko wtedy, gdy jest zbie»ny do tej samej granicy w metryce euklidesowej de.

5. Podaj przykªad podzbioru Q, który jest g¦sty w metryce dp, ale nie jest g¦sty w
zwykªej metryce d(x, y) = |x− y|.
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