Zadania kwalifikacyjne

1 Wstep

Zadania prosze wysylaé przez strone warsztatow w terminie podanym na stronie warsztatoéw
(na ten moment do 6 czerwca). Oczywiscie nie trzeba robi¢ wszystkich zadan (niektore
sa dos¢ trudne). Celem jest, abyscie poprzez myslenie nad nimi zapoznali sie doklad-
nie z pojeciami, ktére beda potrzebne na warsztatach. To, czy w kazdym przypadku
uda wam sie doprowadzi¢ rozumowanie do korica nie jest juz takie wazne. Z tego tez
powodu chcialbym, zebyscie, jezeli nie uda wam sie jakiego§ zadania zrobi¢ w calosci,
wysylali takze cze$ciowe rozwigzania, pomysty itp. Wszelkie uwagi co do zadan, prosby o
wskazéwki, pro§by o dodatkowy materiaty i tym podobne rozterki zyciowe mozna kierowac
na m.zimny@students.mimuw.edu.pl

2 Definicje

Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Funkcje d : X x X — [0,00) nazywamy metryka na
X, jezeli spelnia one nastepujace warunki:

a) d(z,y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = v,
b) d(x,y) = d(y,z) dla dowolnych z,y € X,
c) d(z,y) <d(z,z)+ d(z,y) dla dowolnych x,y, z € X.

Pare (X, d) nazywamy w takim wypadku przestrzenia metryczna.
Jezeli dodatkowo funkcja d spelnia mocniejsza wersje warunku c, a mianowicie

c’) d(z,y) < max(d(zx, z),d(z,y)) dla dowolnych z,y, z € X,

to nazywamy ja ultrametryka.

Mowimy, ze ciag (x,) elementéw przestrzeni X jest zbiezny do x, jezeli

lim d(x,,z) =0.

n— oo

Mowimy, ze podzbior A C X jest gesty w X, jezeli dla kazdego = € X istnieje ciag (an)
elementéw A, ktory jest zbiezny do .

Niech (X,d), (Y,d’) beda przestrzeniami metrycznymi i niech U C X. Mowimy, ze funkcja
f:U =Y jest ciagla w punkcie zy € U, jezeli dla kazdego ciagu (x,) zbieznego do o,
ciag f(x,) jest zbiezny do f(xg). Rownowaznie, jesli

Ve >030 >0 d(zn,x0) <d=d(f(zn), f(x0)) <€
Jezeli funkcja jest ciagta w kazdym punkcie swojej dziedziny, to nazywamy ja po prostu

ciagla.

Klasycznym przyktadem przestrzeni metrycznej jest (R? d,), gdzie d. jest tzw. metryka
euklidesowa danag wzorem

de((z1,31), (w2,52)) = V(21 — 22)? + (Y1 — 12)2.




3 Zadania

1. Udowodnij, ze ponizsze pary sa przestrzeniami metrycznymi.

(a)

(b)

(R%,d,,), gdzie d,, dane jest wzorem
din ((21,91), (22, 92)) = |21 — 22| + |y1 — 12.

(C([0,1)),d), gdzie C([0,1]) jest zbiorem funkcji ciagltych na przedziale [0,1] o
warto$ciach rzeczywistych, a d dane jest wzorem

d(f,g9) = max |f(z) — g(z)|.

z€[0,1]

(Q,dp), gdzie p jest liczby pierwsza, d,, dane jest wzorem

0 =y
dp($7y) = { pfordp(xfy) x 7& y ’

gdzie ord, jest funkcjg zdefiniowana nastepujaco. Jezeli « € Z \ {0}, to ord,(x)
jest najwieksza potega p dzielaca x, np. ords(3) = 0, ords(250) = 3. Funkcje te
rozszerzamy na Q \ {0} wzorem

ord, (z) = ordy(z) — ordy(y).

Udowodnij, ze metryka z podpunktu c powyzszego zadania jest ultrametryka.

Pokaz, ze w przestrzeni z ultrametryka kazdy trojkat jest réwnoramienny, tzn.
dla dowolnych trzech punktow z,y, z € X zachodzi d(z,y) = d(z, z) lub d(y, z) =
d(y, z), lub d(z,x) = d(z,y).
Pokaz, ze w przestrzeni z ultrametryka kazdy punkt we wnetrzu kola jest jego
srodkiem, tzn. jezeli a € X, r € (0,00) i zdefiniujemy koto (otwarte) o srodku a
i promieniu r

B(a,r) ={z € X : d(z,a) < r},

to B(a,r) = B(b,r) dla dowolnego b € B(a,r).

3. Pokaz, ze funkcja ciggta o wartosciach rzeczywistych okreslona na gestym podzbiorze
przestrzeni metrycznej, moze zosta¢ w jedyny sposéb rozszerzona na cala przestrzen
7z zachowaniem cigglosci.

4. Pokaz, ze ciag elementéw R? jest zbiezny do jakiej§ granicy w metryce d,, wtedy i
tylko wtedy, gdy jest zbiezny do tej samej granicy w metryce euklidesowej d.

5. Podaj przyktad podzbioru Q, ktéry jest gesty w metryce d,, ale nie jest gesty w
zwyklej metryce d(x,y) = |z — y|.
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