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SLOWEM WSTEPU

Celem tych zadan jest wprowadzenie podstawowych pojec jakie beda uzywane podczas warsztatéw,
jak i sprébowanie twoich sil z paroma zadankami. Smiato wysylaj cze$ciowe rozwigzania, nie musisz
rozwigza¢ wszystkich zadan, czeé¢ z nich moze by¢ wyzwaniem. Wszelkie pytania wysytaj na email
marcin.brianski@doctoral.uj.edu.pl. Rozwigzania wyslij za po$rednictwem strony warsztatéw.

CoTo JEST PORZADEK

Niech X bedzie dowolnym zbiorem (bedziemy sie skupia¢ na skoriczonych zbiorach). Relacje < € Xx X
nazwiemy czesciowym porzgdkiem na X (a pare (X, <) nazwiemy posetem od partially ordered set) gdy
spelnione sg nastepujace warunki

(PI) dla kazdego x € X mamy x < x,
(PII) dla kazdych x,y € X, jezeli x <y orazy < x to koniecznie x =y,
(PII) dla kazdych x,y,z € X, jezelix < yorazy < zto tezx < z.

Warunek nazywany jest zwrotnoscig, |(P11)| to antysymetria, a [(P1lI)| to przechodniosé. Gdy relacja jest
jasna z kontekstu bedziemy sie odnosi¢ do X jako posetu.

Przyktad 1. Prawdopodobnie najlepiej znanym Ci przyktadem porzadku jest zbidr liczb rzeczywistych R
wraz z standardowa relacja <, gdzie x <y wtedy i tylko wtedy gdy y —x jest nieujemne. Jest to porzadek
liniowy — to znaczy dla dowolnych dwéch liczb x,y € R zachodzi co najmniej jedno z x < y alboy < x.

Przykiad 2. Troche ciekawszym przykladem zbioru z porzadkiem sg liczby naturalne N wraz z relacja

a < b wtedy i tylko wtedy gdy a dzieli b. Zweryfikuj w glowie warunki (PII)}|(PLI1)|dla tego posetu.

Przykiad 3. Niech B, bedzie zbiorem wszystkich podzbioréw {1, 2,...,n}. Poset (B, C) nazywamy kratg
Boolowskg rozmiaru n (czyli A jest mniejsze od B gdy A jest zawarte w B).

Mozemy teraz szybko wprowadzi¢ pare prostych pojeé: poréwnywalnosci, taricucha oraz antytaricucha.
Pare elementéw x,y w posecie (X, <) nazwiemy poréwnywalng gdy zachodzi x < y albo y < x. Zauwaz,
ze warunek|(PI)|gwarantuje nam ze para x, x jest poréwnywalna. Lasicuchem nazwiemy dowolny podzbi6r
C C X o tej wlasnosci, ze dowolna para elementéw c, d € C jest poréwnywalna. Dualnie, antylaricuchem
nazwiemy dowolny podzbiér A C X taki, ze zadna para ré6znych elementéw z A nie jest poréwnywalna.

Przyktad 4. W posecie z Przyktadu 2| zbior liczb pierwszych stanowi przyktad nieskoriczonego antytari-
cucha. Natomiast potegi dwoéjki stanowia przyktad nieskoriczonego taricucha.

Przyklad 5. W posecie By, zbiér wszystkich podzbioréw rozmiaru k gdzie k € {0,1,2,...,n} stanowi
antylaricuch. Jak wygladajg taricuchy w B,,?

Aby ulatwi¢ sobie wyobrazenie abstrakcyjnych posetéw, wprowadzimy pojecie diagramu Hassego. W
tym celu potrzebujemy jeszcze jednego pojecia — pokrywania. Powiemy ze x jest pokryty przez y gdy
x < Y (co naturalnie oznacza x < y oraz x # y), oraz dla dowolnego z € X takiego ze x < z < y mamy
z = x lub z = y. Intuicyjnie oznacza to, Ze nie ma zadnych elementéw $ciéle pomiedzy x a y.

W diagramie Hassego bedziemy rysowac elementy X jako punkty na ptaszczyZnie, a relacje¢ bedziemy
reprezentowac poprzez krzywe monotoniczne tgczace elementy X. Dokladniej, jezeli y pokrywa x, to
w diagramie Hassego rysujemy krzywa monotoniczng od punktu reprezentujacego x do punktu repre-
zentujgcego y. Odzyskanie relacji z diagramu Hassego jest bardzo proste — element x jest mniejszy
od y jezeli jesteSmy w stanie zaczynjac w x przejs¢ po diagramie idac caly czas "w gore", to jest po
monotonicznych krawedziach naszego diagramu.

Przyktad 6. Oto sa diagramy Hassego posetéw B3 oraz By. Sprébuj przypisaé wierzchotkom diagramu
odpowiadajace im podzbiory {1, 2, 3} oraz {1, 2, 3,4}.
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ZADANIA

We wszystkich zadaniach wszystkie rozwazane porzadki sa zdefiniowane na zbiorze skoriczonym,
chyba ze w tresci jest napisane inaczej.

Zadanie 1. Niech P = (X, <) oraz P’ = (X, <’) beda posetami na tym samym zbiorze. Przez przecigcie
posetéw P oraz P’ bedziemy rozumie¢ poset P NP’ = (X, <"), gdzie x <" y wtedy i tylko wtedy gdy
x < yoraz x <’y (réwnowaznie, w jezyku znaczkéw, <’ = < N <’). Pokaz, ze P N P’ jest posetem.
Zadanie 2. Niech P = (X, <) bedzie posetem, oraz niech h bedzie maksymalnym rozmiarem faricucha
w P (parametr ten nazywamy wysokoscig posetu). Pokaz, ze P jest suma h antytaficuchéw (czyli istniejg
antylaricuchy A1, Ay, ..., Ap takie,ze X=A; UA U---UAp).

Zadanie 3. Ile krawedzi zawiera diagram Hassego posetu B,,?

Zadanie 4. Niech P = (X, <) oraz P’ = (X, <’) beda posetami. Powiemy, ze P’ jest rozszerzeniem P gdy
dla kazdej pary x,y € X takiej, ze x < y mamy réwniez x <’y (w znaczkach < C <’). Pokaz, ze kazdy
poset posiada rozszerzenie do pewnego porzadku liniowego (definicja jest w Przyktadzie([T).

Zadanie 5. Niech P = (X, <) bedzie posetem. Niech Ly, L, ..., L bedg wszystkimi porzagdkami linio-
wymi na X ktére sg rozszerzeniem P. Pokaz, ze P =L NL;N---N L.

Zadanie 6. Jaka jest maksymalna dtugos¢ faricucha w B, ? Jaka jest maksymalna dlugoé¢ antytaricucha
w B,?

Zadanie 7. Dzieki Zadaniu [5| mozemy zdefiniowa¢ wymiar posetu P jako minimalng liczbe d taka, ze
istnieje d liniowych rozszerzenn P — Ly, L,,...,Lq — o tej wlasnosci, ze P =Ly NL, N---NLy. Ile wynosi
wymiar B,,?

Zadanie 8. Zaprojektuj algorytm ktéry dostajac na wejsciu poset P wyznacza maksymalng dlugosé
taricucha w P. Postaraj si¢ to zrobi¢ w najlepszej ztozonosci jakiej potrafisz, najlepiej wielomianowej.
Zadanie 9 (*). Zaprojektuj algorytm ktéry dostajac na wejsciu poset P wyznacza maksymalng dtugosé
antytaricucha w P. Postaraj sie to zrobi¢ w najlepszej ztozonosci jakiej potrafisz, najlepiej wielomianowej.

Na koniec, troche nieskoriczono$ci

Zadanie 10. Niech P = (X, <) bedzie posetem na nieskoriczonym zbiorze X. Pokaz, ze P zawiera albo
nieskoriczony taricuch albo nieskoriczony antylaricuch.
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