Zadania kwalifikacyjne

8 maja 2022

1 Wstep

Rozwiazania prosze wysyta¢ przez strone WWW, innych rozwiazan nie bede mogt
oceni¢. Rozwigzanie powinno by¢ czytelne i precyzyjne, bedzie miato to wptyw na
punktacje, preferowany jest format pdf. Robienie wszystkich zadan nie bedzie ko-
nieczne, ale nie moge na razie chyba zagwarantowac jaki bedzie prog.

2 Teoria grup

Definicja 1 Grupg nazywamy zbior G wyposazony w dziatanie dwuargumentowe
nazywane mnozeniem (a czasem dodawaniem) (x,y) — x @y, ktdre spelnia aksjo-
maty:

o Lgczno$éVr,y,z€ G (xQyY)Oz=20 (y© 2).
o [stnieje element neutralny e, tzVr e GrOe=eOx = .
e Dla kazdego elementu g istnieje element (obustronnie) odwrotny oznaczany g *

spelniajacy: g gl =g toOg=c.

Definicja 2 Grupe G nazywamy przemienng (abelowg) gdy
Va,be Ga®b=bOa.
Definicja 3 Podgrupg H grupy G, nazywamy podzbior H C G taki, Ze:
e, yc H = x0OyeH,
erxcH — 2z '€cH,
ecc H.

Stwierdzenie 1 Przeciecie rodziny podgrup grupy G (zbioru skladajgcego z pod-
grup) jest podgrupq.



Definicja 4 Dia podzbioru X C G, przeciecie wszystkich podgrup G zawierajgcych
X, nazywamy (pod)grupq generowang przez X i oznaczamy < X >.

Definicja 5 Mowimy, ze grupa G jest cykliczna, gdy jest generowana przez poje-
dynczy element.

3 Algebra liniowa

Wezmy plaszezne rzeczywista R%. Wyr6znimy na niej pare wektoréw; e; = (1,0)
oraz e; = (0, 1). Spelniaja one nastepujaca wlasnosci:

e dowolny wektor v € R? moze by¢ wyrazony jako kombinacja liniowa v = ae; +
bes, gdzie a,b € R,

e jesli aey + by = 0 wtedy a = b = 0.

Pierwsza wlasno$¢ nazywamy rozpinaniem przestrzeni R? przez uktad {e;, es}, druga
liniowa niezalezno$cia. Razem powyzsze wlasnosci mowiag ze nasz uktad jest baza.

Definicja 6 Endomorfizmem liniowym R? nazywamy przeksztaicenie f : R? —
R? spetniajgce

o flax +by) =af(x) +bf(y) dlaa,beR orazz,y € R?.

Majac wybrana baze {ej, e} takie przeksztalcenie mozna przedstawié¢ za pomoca
macierzy 2 x 2. Bierzemy f(e1) = aey + bes, f(es) = ceq + des (wspdlezynniki sa
jednoznacznie wyznaczone, dlaczego?).

(b i)

Sktadanie takich przeksztalcen odpowiada mnozeniu macierzy (jesli umiesz mnozy¢
macierze to zastandéw sie skad sie bierze ta odpowiedno$c?, jesli nie wywnioskuj stad
jak sie mnozy macierze).

Ze wszystkich macierzy mozemy wybrac te ktére odpowiadaja odwracalnym en-
domorfizmom (czyli takim, ktére posiadaja odwrotnosé co do skladania i jest ona
endomorfizmem liniowym). Te macierze stanowia grupe (dlaczego?) i nazywamy ja
pelng grupa liniowa GL(2,R).

Definicja 7 Wartoscig wtasng endomorfizmu f, nazywamy X\ € R, takie zZe
istnieje wektor 0 # v € R, taki Ze f(v) = Av.



Zadanie 1 (40 pkt) Zadanie z teorii grup i algebry liniowej

PrzeprowadZ analogiczng konstrukcje GL(2, C), zamieniajoc wszedzie liczby rze-
czywiste na zespolone i odpowiadajgc na pytania w nawiasach (4 pkt).

Jaka macierz jest elementem neutralnym, jaki endomorfizm reprezentuje i czy
odpowied? zalezy od wyboru bazy? (2 pkt)

Uzasadnij dlaczego z postaci macierzowej endomorfizmu mozna odzyskaé war-
tosci wlasne endomorfizmu. (4 pkt)

Jakie sq warto$ci wlasne macierzy diagonalnych? (1 pkt)
Sprobuj opisaé analogicznie GL(1,R) oraz GL(1,C) (4 pkt)

Znajdz wszystkie skoriczone abelowe podgrupy GL(2,C), takie Ze poza elemen-
tem neutralnym Zaden element nie ma wartosci wlasnej rownej 1. (25 pkt)



4 Podstawy teorii mnogosci

Definicja 8 Relacjg ~ na zbiorze A nazywamy dowolny podzbior iloczynu karte-
zjariskiego A x A. Mowimy Ze para (a,b) jest w relacji, co zapisujemy a ~ b, gdy
(a,b) e~

Definicja 9 Relacjqg réwnowaznosci na A nazywamy relacje, ktora jest zwrotna
symetryczna 1 przechodnia.
Formalnie:

e JuwrotnaVa € A a ~ a,
e Symetryczna Ya,b € Aa~b = b~ a,

e Przechodnia a ~bib~c toa~ c.

Relacja rownowaznoéci to fundamentalny koncept matematyki, jest to tez zupet-
nie naturalne pojecie, ktorym postugujemy sie na co dzien. Nalezy o niej mysle¢ w
nastepujacym sensie, wzorcem relacji réwnowaznosci jest réwnosé (sprawdz), fakt ze
dwa elementy sg w relacji traktujemy jak ostabiong rownosé, réwnosé pod wzgledem
pewnej cechy. Prostym przyktadem jest kolor wtoséw, mozemy powiedziec, ze jesli
dwie osoby maja ten sam kolor wloséw to sa w relacji. Wyznacza nam to relacje
réwnowazno$ci, kazdy ma taki kolor wloséw jaki ma :). Jesli jedna osoba ma taki
sam kolor jak druga to i odwrotnie (symetria), przechodnio$¢ tez jest spelniona.

Czesto myslimy bardziej abstrakcyjnie np. o wszystkich osobach o wlosach kolo-
ru blond jako o blondynach, tym samym utozsamiamy ze soba elementy bedace w
relacji. Dla wybranego elementu, zbior elementéw bedacych z nim w relacji nazywa-
my klasg abstrakcji. Dla wybranej klasy abstrakcji dowolny jej element nazywamy
reprezentantem klasy. Zbioér klas abstrakcji danej relacji ~ nazywamy zbiorem ilo-
razowym i zapisujemy A/ ~.

Zadanie 2 (10 pkt) Zadanie z relacji réwnowaznosci.
Rozwazmy GL(2,k) gdzie k to R lub C. GL(2,k) zawiera podgrupe T zloZong z

macierzy postaci
A0
0 A
dla 0 # X € k.
Zadajemy nastepujgcq relacje rownowaznosci, dwa elementy M, N sq w relacji jesli
MN-'eT.

o Sprawdz, Ze jest to rzeczywiscie relacja réwnowaznosci. (5 pkt)

e Rozwaz zbior ilorazowy GL(2,k)/T, znajdz dwuargumentowe dziatanie pocho-
dzgce od mnozenia w GL(2,k) czynigce z tego zbioru grupe. (5 pkt)
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