Zadania kwalifikacyjne

1 Wstep

Zadania prosze wysylaé przez strone warsztatow w terminie podanym na stronie warsztatoéw
(na ten moment do 6 czerwca). Zadania wymagaja troche wiedzy na temat logiki i teorii
mnogo$ci. Na stronie warsztatéw podalem linki do przydatnych materialéw. Oczywiscie nie
trzeba robi¢ wszystkich zadan (niektore sa dos¢ trudne). Celem jest, abyscie poprzez mysle-
nie nad nimi zapoznali sie doktadnie z pojeciami, ktére beda potrzebne na warsztatach. To,
czy w kazdym przypadku uda wam si¢ doprowadzié rozumowanie do konca nie jest juz takie
wazne. Z tego tez powodu chcialbym, zeby$cie, jezeli nie uda wam sie jakiego§ zadania zrobi¢
w calosci, wysylali tez czeSciowe rozwiazania, pomysty itp. Z wszelkimi pytaniami, watpli-
wosciami co do tresci zadan itp. mozna pisa¢ do mnie na m.zimny@students.mimuw.edu.pl
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Zadania

. W klasycznym rachunku zdar wyrézniamy jeden spéjnik jednoargumentowy: negacje

(—) oraz cztery spojniki dwuargumentowe: koniunkcje (A), alternatywe (V), implikacje
(=) oraz rownowaznos¢ («<). Niektore z tych spojnikéw mozna zdefiniowac za pomoca
innych, np. formuta

(p=a) N (g=p)
jest logicznie réwnowazna p < ¢, przedstawia wiec definicje réwnowazno$ci za pomoca
koniunki i implikacji.

(a) Pokaz, ze wszystkie klasyczne spojniki mozna zdefiniowa¢ uzywajac jedynie ko-
niunkcji i negacji.

(b) Pokaz, ze wszystkie klasyczne spojniki mozna zdefiniowaé uzywajac jedynie im-
plikacji i negacji.

(c) Niech | bedzie spéjnikiem dwuargumentowych (nazywanym czasami NAN D lub
kreska Scheffera) zdefiniowanym jako negacja koniunkcji. Pokaz, ze wszystkie
klasyczne spojniki mozna zdefiniowaé uzywajac jedynie NAND.

(d) Pokaz, ze nie da si¢ zdefiniowa¢ implikacji uzywajac jedynie koniunkcji i alter-
natywy.

. Udowodnij, ze formuly ((p < q) < r) oraz (p & (¢ < r)) sa logicznie r6wnowazne,

ale zarazem nie sa logicznie rownowazne formule (p < q) A (g & 7).

. W tym zadaniu nasza struktura (cokolwiek to jest) jest (N,-), czyli liczby natu-

ralne (przyjmujemy, ze 0 € N) wraz z dwuargumentowym dzialaniem mnozZenia.
Mozemy budowaé¢ formuly logiczne za pomocg dowolnej liczby zmiennych, spojnikow
logicznych, kwantyfikatoréw, nawiasow, mnozenia oraz réwnosci i niczego poza tym.
Kazda zmienna pod kwantyfikatorem przebiego domyslnie zbiér N i nie wolno tego
zmienia¢. Tak wiec np. formuta

Vaedy (z-y=2)



spelnia nasze warunki, a formuta
Vzdy € {0,1,2} (z=3-2+vy)

nie spelnia ich, poniewaz ograniczeliSmy zakres jednej zmiennej i uzyliSmy dwoch
zakazanych symboli: 31 +.

Mozemy stworzy¢ formule spelniajaca nasze reguly, ktora wyznacza zbiér kwadratow
liczb naturalnych, mianowicie formuta ¢(z) dana wzorem

p(x) =Ty (z=y-y)
jest spelniona wtedy i tylko wtedy, gdy = jest kwadratem liczby naturalne;j.
(a) Zdefiniuj w podobny sposob zbior {1}.
(b) Zdefiniuj w podobny sposob zbior liczb pierwszych.
(c) Pokaz, ze nie da sie w ten sposob zdefiniowa¢ zbioru liczb parzystych.
. Czy istnieje zbior A taki, ze |P(A4)| = |N|?

. Dane s3 zbiory
X={fe{0,1}2:3FkeczVi<k f() =0},

Y={fe{0,1}2: Ik ezVl>k f(l)=1}.
(a) Wskaz bijekcje ze zbioru X na zbior Y.

(b) Udowodnij, ze zbiory X i Y sa mocy continuum.
(¢) Znajdz moc zbioru X NY.
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