
Zadania kwali�kacyjne

1 Wst¦p

Zadania prosz¦ wysyªa¢ przez stron¦ warsztatów w terminie podanym na stronie warsztatów
(na ten moment do 6 czerwca). Zadania wymagaj¡ troch¦ wiedzy na temat logiki i teorii
mnogo±ci. Na stronie warsztatów podaªem linki do przydatnych materiaªów. Oczywi±cie nie
trzeba robi¢ wszystkich zada« (niektóre s¡ do±¢ trudne). Celem jest, aby±cie poprzez my±le-
nie nad nimi zapoznali si¦ dokªadnie z poj¦ciami, które b¦d¡ potrzebne na warsztatach. To,
czy w ka»dym przypadku uda wam si¦ doprowadzi¢ rozumowanie do ko«ca nie jest ju» takie
wa»ne. Z tego te» powodu chciaªbym, »eby±cie, je»eli nie uda wam si¦ jakiego± zadania zrobi¢
w caªo±ci, wysyªali te» cz¦±ciowe rozwi¡zania, pomysªy itp. Z wszelkimi pytaniami, w¡tpli-
wo±ciami co do tre±ci zada« itp. mo»na pisa¢ do mnie na m.zimny@students.mimuw.edu.pl

2 Zadania

1. W klasycznym rachunku zda« wyró»niamy jeden spójnik jednoargumentowy: negacj¦
(¬) oraz cztery spójniki dwuargumentowe: koniunkcj¦ (∧), alternatyw¦ (∨), implikacj¦
(⇒) oraz równowa»no±¢ (⇔). Niektóre z tych spójników mo»na zde�niowa¢ za pomoc¡
innych, np. formuªa

(p⇒ q) ∧ (q ⇒ p)

jest logicznie równowa»na p⇔ q, przedstawia wi¦c de�nicj¦ równowa»no±ci za pomoc¡
koniunki i implikacji.

(a) Poka», »e wszystkie klasyczne spójniki mo»na zde�niowa¢ u»ywaj¡c jedynie ko-
niunkcji i negacji.

(b) Poka», »e wszystkie klasyczne spójniki mo»na zde�niowa¢ u»ywaj¡c jedynie im-
plikacji i negacji.

(c) Niech | b¦dzie spójnikiem dwuargumentowych (nazywanym czasami NAND lub
kresk¡ Sche�era) zde�niowanym jako negacja koniunkcji. Poka», »e wszystkie
klasyczne spójniki mo»na zde�niowa¢ u»ywaj¡c jedynie NAND.

(d) Poka», »e nie da si¦ zde�niowa¢ implikacji u»ywaj¡c jedynie koniunkcji i alter-
natywy.

2. Udowodnij, »e formuªy ((p ⇔ q) ⇔ r) oraz (p ⇔ (q ⇔ r)) s¡ logicznie równowa»ne,
ale zarazem nie s¡ logicznie równowa»ne formule (p⇔ q) ∧ (q ⇔ r).

3. W tym zadaniu nasz¡ struktur¡ (cokolwiek to jest) jest (N, ·), czyli liczby natu-
ralne (przyjmujemy, »e 0 ∈ N) wraz z dwuargumentowym dziaªaniem mno»enia.
Mo»emy budowa¢ formuªy logiczne za pomoc¡ dowolnej liczby zmiennych, spójników
logicznych, kwanty�katorów, nawiasów, mno»enia oraz równo±ci i niczego poza tym.
Ka»da zmienna pod kwanty�katorem przebiego domy±lnie zbiór N i nie wolno tego
zmienia¢. Tak wi¦c np. formuªa

∀x∃y (x · y = z)
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speªnia nasze warunki, a formuªa

∀x∃y ∈ {0, 1, 2} (x = 3 · z + y)

nie speªnia ich, poniewa» ograniczeli±my zakres jednej zmiennej i u»yli±my dwóch
zakazanych symboli: 3 i +.
Mo»emy stworzy¢ formuª¦ speªniaj¡c¡ nasze reguªy, która wyznacza zbiór kwadratów
liczb naturalnych, mianowicie formuªa φ(x) dana wzorem

φ(x) = ∃y (x = y · y)

jest speªniona wtedy i tylko wtedy, gdy x jest kwadratem liczby naturalnej.

(a) Zde�niuj w podobny sposób zbiór {1}.
(b) Zde�niuj w podobny sposób zbiór liczb pierwszych.

(c) Poka», »e nie da si¦ w ten sposób zde�niowa¢ zbioru liczb parzystych.

4. Czy istnieje zbiór A taki, »e |P(A)| = |N|?

5. Dane s¡ zbiory
X = {f ∈ {0, 1}Z : ∃k ∈ Z ∀l ≤ k f(l) = 0},

Y = {f ∈ {0, 1}Z : ∃k ∈ Z ∀l ≥ k f(l) = 1}.

(a) Wska» bijekcj¦ ze zbioru X na zbiór Y .

(b) Udowodnij, »e zbiory X i Y s¡ mocy continuum.

(c) Znajd¹ moc zbioru X ∩ Y .
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