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1 Informacje wstepne

1.1 Kontakt i wysylanie rozwigzan
e Zadania wysylamy przez strone internetowa warsztatow.

e Btledy i niejasnosci w zadaniach prosze zglaszaé na maila jacek.kurek21@gmail.com

W razie trudnoéci w rozwiazywaniu zadan stuze pomoca, pytania mozna kierowaé¢ mailowo na
jacek.kurek21@gmail.comalbo tapa¢ mnie na discordzie warsztatéw (Janczar Knurek)

Aby zakwalifikowaé sie¢ na warsztaty nie trzeba rozwiazywaé wszystkich zadan, warto zrobié
zadania z kazdej sekcji.

1.2 O tresci zadan

Podstawowym celem zadan w ponizszym zestawie jest danie oczestnikom podstawowych narzedzi do
pracy z przestrzeniami liniowymi. Dla porzadku przytocze w nim przydatne definicje oraz twierdzenia,
z ktérych bedziemy - czesto bez dowodu - korzysta¢ w trakcie zajec.

Jako ze w internecie oraz w formie drukowanej dostepnych jest wiele wysokiej klasy skryptow
do algebry liniowej, ten dokument zawiera tylko wybrane definicje pojawiajace sie w zadaniach. Ja-
ko wprowadzenie proponuje na przyklad serie materialéw Essence of Linear Algebra. Kluczowe jest
pierwsze 6 wykladéw oraz ostatni o abstrakcyjnych przestrzeniach wektorowych. .

2 Oznaczenia

e Pogrubionym znakiem 0 oznaczam wektor zerowy w przeciwienistwie do 0 - liczby rzeczywistej.

e Macierz identyczno$ciows oznaczam symbolem I

3 Zadania
3.1 Przestrzenie wektorowe

Zadanie 1. (2 pkt) Zapoznaj si¢ z definicja przestrzeni wektorowej, nastepnie uzasadnij ze naste-
pujace obiekty sa przestrzeniami wektorowymi:

o Ry[x] - zbiér wielomianéw stopnia co najwyzej k.

e Rx] - zbiér wielomianéw dowolnego stopnia.
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3.2 Odwzorowania liniowe

Odwzorowaniem liniowym nazywamy odwzorowanie f : U — V gdzie U i V to przestrzenie wektorowe
ktoére spelnia nastepujace wlasnosci

o flur+uz) = flur) + f(uz)

o flau) = af(u)
Czesto zapisuje sie to za pomocna jednego rownania

flaqur + aguz) = ay f(ur) + aa f(u2)

Zadanie 2. (2 pkt) Uzasadnij ze nastepujace funkcje sa odwzorowaniami liniowymi:

e f:R[z] — R dana wzorem

flag+zay + ... +apz®) =ag+ a1 + ... +ap
e f:Rylz] — Rafz] dana wzorem
flap + a1z + asx?®) = ag + a1(z + 2) + az(x + 2)?

Jedli sa odwracalne to wskaz odwrotnosé.

Przypomnijmy najwazniejsze fakty i definicje dotycace odwzorowan liniowych:
e f:U — V nazywamy injekcja (monomorfizmem), jesli jest réznowartosciowe, tzn
Vur usev f(ur) = f(uz2) = ur = ug

e f: U — V nazywamy surjekcja (epimorfizmem), jesli V,cv e f(u) = v, innymi stowy jesli
kazde réwnanie postaci f(x) = v ma rozwiazanie.

e Jedli f jest na raz mono i epi morfizmem to méwimy ze f jest izomorfizmem.

Zadanie 3. (4 pkt) Wykaz nastepujace fakty o odwzorowaniach liniowych:

e f jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy gdy réwnanie f(z) = 0 ma dokladnie jedno rozwia-
zanie (z = 0)

e Dla f: U — V definiujemy ker f C U zdefiniowane jako
ker f={ueU: f(u) =0}

innymi stowy jest to zbiér wszystkich wektoréow z U ktére sa przez f zmapowane na 0. Wykazad,
ze ker f jest przestrzenia liniowa.

Zadanie 4. (2 pkt) Zdefiniujmy nastepujace odwzorowania liniowe:
f:R[z] = R[z], g:R[z] — R[a]

dane wzorami
flag+az+ ...+ akmk) = ay + 2asx + 3azz® + ... + apkz* !

ky _ ai o Ak k+1
glag + a1z + ...+ apz”) = agx + 5 & +...+k+1x

Czy f i g sa wzajemnymi odwrotnoSciami?



3.3 Baza
Baza przestrzenii wektorowej V' nazywamy zbioér {vy,...,v,} C V ktéry spelnia dwa warunki:
e Dla kazdego v € V istnieje ay,...,a, € R dla ktérych zachodzi
avy + ... +apv, =0
Sume taka nazywamy kombinacja liniowa wektoréw vq, ..., v, o wspélczynnikach aq, ..., a,.
e Dla kazdych a4, ...,a, € R zachodzi

aiv1+...ap0, =0=>a1=ay=...=a, =0

Zbiér ktory posiada pierwszg wlasno$é nazywamy generujacym, zbiér ktory posiada drugg wiasnosé -
liniowo niezaleznym.

Zadanie 5. (3 pkt) Wykaz, ze jedli vy,...,v, € V jest baza, to kazdy v € V zapisuje sie jedno-
znacznie jako kombinacja liniowa wektorow vy, ..., v,.

Ponizej szereg przydatnych wlasnosci:
e Kazda przestrzen wektorowa posiada baze (by¢ moze nieskoniczona!)
e Dowolne dwie bazy ustalonej przestrzeni wektorowej sa réwnoliczne.
e 7 dowolnego zbioru generujacego da sie wybrac baze.

e Dowolny zbiér liniowo niezalezny da sie uzupelnié¢ do bazy.

3.4 Wymiar

Wymiarem przestrzeni V nazywamy liczbe n taka ze V ma baze zlozona z n wektoréw. Wymiar
oznaczamy przez dim V. Jedli przestrzen wektorowa nie posiada skoniczonej bazy, to méwimy ze ma
wymiar nieskonczony i piszemy dim V' = oco.

Podstawowe wtasnosci wymiaru:

o Jedli f:U — V jest injekcja to dimU < dim V.
e Jesli f:U — V jest surjekcjg to dimU > dim V.
Zadanie 6. (*5 pkt) Niech f:U — V bedzie surjekcja, Wykazaé, ze
dim U — dimker f = dim V'

Podpowiedz: Skorzysta¢ z wlasnosci baz wymienionych w poprzedniej sekcji.

Zadanie 7. (2 pkt) Niech f: U — V bedzie odwzorowaniem liniowym, dimU = dim V. Niech
ey, ...,e, bedzie baza V. Wykazad, ze jesli dla kazdego k, rownanie

f(x)=ex

ma rozwiazanie, kazde réwnanie postaci f(x) = v ma rozwiazanie, co wiecej f jest izomorfizmem.



3.5 Macierze

Chociaz celem naszych warsztatéw bedzie unikanie kontaktu z macierzami, pozostaja one Swietnym
narzedziem obliczeniowym i ulatwiajg poszukiwania przyktadéw. Kluczowym w tej sekcji jest zrozu-
mienie jak macierze maja sie do odwzorowan liniowych.

Zadanie 8. (4 pkt) Zapisz ponizsze funkcje jako macierze w zadanych bazach
o [ :Rg[z] — Ryfx] dana wzorem
flap + a1z + a2x2) =ag+ai(z+2)+as(z+ 2)2
w bazie danej przez elementy (1, x,2?)

e f:R? — R? dane przez
f((z,y)) = (@ +y, 2 +y)
w bazie danej przez wektory (1,1) oraz (—1,1).

Zadanie 9. (5 pkt)

e Podaj przykiad dwoch réznych funkcji liniowych fi, fo oraz dwoch réznych baz By By takich
ze f1 zareprezentowana w bazie B; ma ta sama macierz co fy zareprezentowana w bazie Bs.

e Podaj przyklad dwéch odwzorowan liniowych f1, fo dla ktorych nie istnieja bazy By, By takie
ze f1 w bazie B; ma taka sama reprezentacje macierzowa jak fo w Bs.

Zadanie 10. (3 pkt) Dla kazdej z wymienionych ponizej wlasnosci znalezé macierz 3 x 3 M nie
bedaca zerem ani identycznoscia:

o M?=1
e M3=1
e M2=M

Zadanie 11. (4 pkt) W ogdélnosci mnozenie macierzy jest operacja nieprzemienna, tzn nie dla
wszystkich macierzy zachodzi A- B = B - A. Czasami jednak réwnos¢ zachodzi, np. I-M = M - I dla
dowolnej macierzy M. Dla kazdej z podanych ponizej macierzy wyznacz zbiér wszystkich macierzy z
nia przemiennych:

1)

° [8 ﬂ dla ustalonej wartosci parametru A.



3.6 Algebry

Algebrg nazywamy przestrzen wektorowa V wraz z dziatlaniem p : V x V — V ktére jest dwuliniowe
tzn:

plaz + By, z) = ap(x, 2) + Bp(y, 2)

p(z, ay + Bz) = ap(z,y) + Bp(z, 2)

Od p mozna wymagaé szeregu dodatkowych wlasnosci, w zaleznosci od tego ktére z ponizszych sa
spelnione, méwimy o algebrach:

e Przemiennych jedli dla kazdego u,v € V' zachodzi
p(u,v) = p(v,u)
e Lacznych jesli dla kazdych u, v, w € V' zachodzi
p(u, p(v,w)) = p(p(u, v),w)
e 7 jedynka (unitarnych) jesli istnieje e € V takie ze dla kazdego v € V' zachodzi
p(e,v) =p(v,e) =wv
e 7 dzieleniem jesli maja jedynke e i ponadto dla dowolnego v € V istnieje u takie ze
p(u,v) = p(v,u) =e
Element u nazywamy odwrotno$cig elementu v.
Zadanie 12. (6 pkt) Wskaz przyklad algebr na R3 ktére sa
e Nielaczne, nieprzemienne i bez jedynki
e laczne i przemienne ale bez jedynki

e 7 jedynka ale bez dzielenia

Zadanie 13. (4 pkt) Niech V = R?, zdefiniujmy algebre x dana wzorem
(a,b) x (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

Wykaz ze jest to przemienna laczna unitarna algebra z dzieleniem.

Zadanie 14. (5 pkt) Niech V = R?, zdefiniujmy algebre x dana wzorem
(a,b) x (¢,d) = (ac + bd, ad + be)
e Wykazaé ze jest to przemienna taczna unitarna algebra bez dzieleniem
e Jak wygladaja elementy nieodwracalne?

e Czy ta algebra moze by¢ izomorficzna z algebra z poprzedniego zadania?
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Rysunek 1: Réwnolegltobok o dodatnim polu.

3.7 Geometria

Skierowanym réwnoleglobokiem na plaszczyznie nazwiemy uporzadkowana pare wektoréw vy, vy € R2.

Zdefiniujmy funkcje D "pola ze znakiem” przypisujaca skierowanemu réwnolegtobokowi jego pole,

przy czym pole traktujemy jako liczbe dodatnia jesli vy, ve opisuje boki réwnolegloboku w kolejnoéci

przeciwnej do wskazéwek zegara, w przeciwnym wypadku za$ ujemna (patrz rysunki). Jeli wektory

v1, Vg s3 wspolliniowe to sytuacja sie degeneruje i otrzymujemy rownolegtobok skierowany o polu zero.
Potraktujmy wyzej opisang funkcje jako odwzorowanie D : RZ x R? — R

Zadanie 15. (5 pkt)
o Wykaz ze D jest antysymetryczne tzn D(u,v) = —D(v, u)
e Wykaz ze D jest odwzorowaniem dwuliniowym.

e Znajdz wzér jawny na D uzywajacy wspolrzednych wektoréw vy, vs.
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Rysunek 2: Rownoleglobok o ujemnym polu.
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