
Zadania kwali�kacyjne

1 Wst¦p

Zadania prosz¦ wysyªa¢ przez stron¦ warsztatów (w innym wypadku nie b¦d¦ mógª ich
oceni¢) w terminie podanym na stronie, tj. 28 maja, w dowolnym czytelnym formacie.
Dobrze jest wysªa¢ zadania wcze±niej, postaram si¦ wtedy jak najszybciej poda¢ moje uwagi
i b¦dzie mo»na dosyªa¢ poprawki. Oczywi±cie nie trzeba robi¢ wszystkich zada« (ale mo»na).
Zadania wymagaj¡ troch¦ wiedzy na temat analizy matematycznej i teorii liczb. Na stronie
warsztatów podaªem linki do przydatnych materiaªów. W razie jakichkolwiek pyta« lub
w¡tpliwo±ci zapraszam do kontaktu mailowego na m.zimny@students.mimuw.edu.pl.

2 Zadania

1. Udowodnij, »e szereg
∞∑

n=1

1

ns

jest zbie»ny dla s > 1 i rozbie»ny dla s ≤ 1.

2. Oblicz granic¦

lim
x→0

2 sin(1− cos(x))− tan(sin(x))2

(cos(x)− 1)2
.

Wskazówka: Szereg Taylora.

3. Niech ϕ : N+ → N+ b¦dzie funkcj¡ zde�niowan¡ nast¦puj¡co:

ϕ(n) = liczba liczb naturalnych niewi¦kszych od n i wzgl¦dnie pierwszych z n.

Funkcj¦ t¦ nazywa si¦ funkcj¡ Eulera lub tocjentem. Udowodnij, »e dla dowolnego n∑
d|n

ϕ(d) = n.

4. Twierdzenie Dirichleta dla a = 3
a) Udowodnij, »e istnieje niesko«czenie wiele liczb pierwszych postaci 3k+2 dla k ∈ N.
b)∗ Udowodnij, »e istnieje niesko«czenie wiele liczb pierwszych postaci 3k+1 dla k ∈ N.

5. a) Poka», »e je»eli funkcja ci¡gªa f : R→ R jest nierosn¡ca, to dla dowolnego n ∈ N

n∑
k=1

f(k) ≤
∫ n

0

f(x)dx ≤
n−1∑
k=0

f(k).

b) Udowodnij, »e funkcja

f(s) =

∞∑
n=1

1

ns
− 1

s− 1

jest ograniczona na s ∈ (1,∞).
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