Zadania kwalifikacyjne

1 Wstep

Zadania prosze wysylaé¢ przez strone warsztatow (w innym wypadku nie bede mogt ich
oceni¢) w terminie podanym na stronie, tj. 28 maja, w dowolnym czytelnym formacie.
Dobrze jest wystaé zadania wczesniej, postaram sie wtedy jak najszybciej podaé¢ moje uwagi
i bedzie mozna dosyta¢ poprawki. Oczywiscie nie trzeba robi¢ wszystkich zadan (ale mozna).
Zadania wymagaja troche wiedzy na temat analizy matematycznej i teorii liczb. Na stronie
warsztatow podaltem linki do przydatnych materiatéw. W razie jakichkolwiek pytan lub
watpliwosci zapraszam do kontaktu mailowego na m.zimny@students.mimuw.edu.pl.

2 Zadania

1. Udowodnij, ze szereg

1

n®
n=1

jest zbiezny dla s > 1 i rozbiezny dla s < 1.

2. Oblicz granice
. 2sin(1 — cos(x)) — tan(sin(z))?
lim
20 (cos(z) — 1)2

Wskazowka: Szereg Taylora.
3. Niech ¢ : Ny — N, bedzie funkcja zdefiniowana nastepujaco:
p(n) = liczba liczb naturalnych niewiekszych od n i wzglednie pierwszych z n.

Funkcje te nazywa sie funkcja Eulera lub tocjentem. Udowodnij, ze dla dowolnego n

> e(d) =
d|n

4. Twierdzenie Dirichleta dla a = 3
a) Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych postaci 3k+2 dla k € N.
b)* Udowodnij, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb pierwszych postaci 3k+1 dla k € N.

5. a) Pokaz, ze jezeli funkcja ciagta f : R — R jest nierosnaca, to dla dowolnego n € N

> 104 < [ sy < S £k,
=1 k=0

b) Udowodnij, ze funkcja

jest ograniczona na s € (1,00).
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