Zadania kwalifikacyjne na WWW18
,Lagranzjany, czyli jak uprawia¢ fizyke teoretyczng ”

2 maja 2023

,The time has come”, the walrus said, ,to speak of many things,
of symmetries, lagrangians, and changeless transformings. ”
Re-rendering of Lewis Carroll
by R. Klauber
[

1 Slowo Wstepu

Deadline jest taki jak na stronie WWW18.

Zadania prosze przysyla¢ w formacie PDF (sugerowany latex) lub skanéw, wrzuconych do
PDF’a lub odpowiednio ponumerowanymi plikami na strone WWW.

W razie konkretnych pytan/watpliwosci co do zadan/pytan natury ogdlnej/ogdlnej checi roz-
mowy mozna do mnie pisaé. Email: ag9@onet.eu Polecam tez wysylaé jak najwczesniej swoje
rozwiazania, mozna by je wtedy poprawic.

Jako ze planuje na tych zajeciach méwié o fizyce, potrzebujemy wyrobié¢ sobie odpowiedniego
jezyka do méwienia o niej. Tym jezykiem jest matematyka i wlasnie na niej skupie sie w tych
zadaniach kwalifikacyjnych.

Moze sie zdarzy¢ sytuacja ze znajdziecie rozwigzanie danego problemu w internecie, jezeli tak
sie stanie prositbym o podanie zZrédta na, ktérym sie opieraliscie. Bazowanie na zrédel z internetu
jest dopuszczalne dopdki nie spisujecie 1-1 a chociaz prébujecie zrozumieé co jest napisane, ale
bazowanie na koledze/kolezance jest nie okej i moze skutkowaé¢ wyzerowaniem punktéw.
Maksymalna liczba punktéw do zdobycia to 20. Z gory przepraszam za potencjalne btedy, jezeli
co$ jest nie jasne prosze o maila.

2 Zadania

Jezeli czytelnik po raz pierwszy spotyka sie pojeciem ,,pochodnej” lub ,,catki” nalezy najpierw
obejrzeé ,Essence of Calculus” na yt klik.| Nastepnie warto by zeby czytelnik jeszcze przerobit pare
przyktadéw chociazby ite klik, a dla zaznajomionych z tematem polecam przerobi¢ te pare z tych
dla przypomnienia klik zadanie 7.

'Sam cytat pochodzi z ,Student friendly quantum field theory” autorstwa Robert D. Klauber


https://www.youtube.com/watch?v=WUvTyaaNkzM
http://matematykadlastudenta.pl/strona/23.html
https://www.fuw.edu.pl/~konieczn/analiza/AnalizaCwiczenia16Zadania.pdf

2.1 Cwiczenia
Sa to ¢wiczenia wprowadzajace do reszty zadan, wigc zréb je w pierwszej kolejnosci...
Cwiczenie 1 (1pkt.)
Oblicz pochodng funkcji:

f(z) = z%sin(x)

g(z) = cos(zx) sin(x)

Cwiczenie 2 (1 pkt.) Oblicz

/sin(m) cos(z)dx

/07r sin(z)dx

Cwiczenie 3 (0,5 pkt.) Podaj jedna dowolna fizyczna interpretacje pochodnej po czasie funkcji.
Cwiczenie 4 (0,5 pkt.) Czy miale$ wczesniej, przed warsztatami do-czynienia z pochodna i catka?
Cwiczenie 5 Oblicz sprzezenie zespolone liczby: (1pkt.)

a) 1

b) i

c) 42+ 13:

d) a+ pi

Cwiczenie 6 Oblicz Sprezenie Hermitowskie macierzy: (1pkt)

1 4
A=|.
Czy ta macierz jest Hermitowska?

2.2 Wlasciwe zadania

Zadanie 1 (1 pkt.) (Smieszna catka)
Pokaz, ze
1 180°
/ cc:s(m) dx = sin( )
-lez 41 d

. Wskazéwka do zadania 1. rozwaz funkcje pomocnicza

cos(x)

g(w) = W7

gdzie d(x) to dowolna funkcja. Rozloz g na funkcje parzysta i nie parzysta.
Wskazéwka do zadan 2, 3, 4 .

Sita F, dzialajaca na cialo, w kierunku = bedace w polu o energii potencjalnej V', zaleznoscia

ov

Fp=-7=
ox

W szczegdlnosci V' moze by¢ funkcja wielu zmiennych.
W zadaniach 2, 3, 4 rozwazamy jednowymiarowy ruch na osi x.



Zadanie 2 (2 pkt.)
a)

Rozwiaz réwnania ruchuE| dla czastki o masie m w polu o potencjale (0,5 pkt.)

Podaj przyktad uktadu fizycznego opisywanego, przez te réwnanie. (0,5 pkt.)

b)
Rozwiaz réwnania ruchuE| dla czastki o masie m w polu o potencjale (0,5 pkt.)

V =kx
Podaj przyklad ukladu fizycznego opisywanego, przez te réwnanie. (0,5 pkt.)

Zadanie 3. (2pkt.) Pokaz, ze réwnanie Eulera-Lagrange spelniaja réwnania Newtonaﬂ dla
uproszczenia zaldz ze ruch jest jednowymiarowy i klasyczny.
Wskazéwki:
Jak wyglada Lagrangian w mechanice klasycznej?
Réwnanie E-L w jednym wymiarze:

ddL_dL_
dtdi dx

gdzie & oznacza pochodna po czasie z z. L jest tzw. langrazjanem.

Zadanie 4 (2 pkt.)
Rozwazmy ruch czastki o masie m w pewnym polu, ktore jest zachowawcze. Rozwazamy ruch
wzdluz osi OX.
a)Co to znaczy, ze sila jest zachowawcza(pole jest zachowawcze)? (1pkt.)
b)Pokaz ze réwnania ruchu, sa rozwiazaniem takiego réwnania catkowego: (1 pkt.)

m dx
J 5 S
2 VE—mV(2)
przy czym calki sa w odpowiednich graniach, jakie to granice? Czym jest E i V(x), w szczeg6lnosci
czy V(z) istnieje ?
Wsk. Z odpowiedzi na pytanie a) wynika b).
Wsk. Mamy jakas funkcje rézniczkowalna x(t), to wtedy mozna zrobié¢ przejscia

d
@O) =GP =A= /da: _ /dt\/Z,
gdzie A liczba.

Zadanie 5 (4 pkt)

Majac Lagranzjan £ jako funkcje funkcji ¢(¢,z,y, z) rzeczywistej ¢ : R* — R i jej pochodnych.
Wyprowadz réwnania Kleina-Gordona (K-G) z £ okres$lonego wzorem (3pkt.), dla

2tj. znajdz zaleznoéé x(t)
3tj. znajdz zaleznosé¢ z(t)
1F =ma



L0 =y S Y 0000~ ym’ (1)

1=0,1,2,3v=0,1,2,3

Jakiemu stawnemu z relatywistki, ,odpowiada” réwnanie K-G (1pkt.) jezeli dodam zZe energia
jest ,,jakos” powigzana z pochodna po czasie a ped gradientem po skladowych przestrzennych?
Stowo ,,jakos” oznacza tutaj zwiazek wynikajacych z zasad mechanik kwantowej.

Podpowiedzi:

1. 0, oznacza pochodng wzgledem p-tewego kierunku — t,x,y,z odpowiadaja indeksom 0,1,2,3,
na przyklad dyp = %

2. Ustalitem metryke na (+, —, —, —) Co oznacza ze
% =y
ale
61 = _617

oraz ze dla p # v mamy

0,604" =0

3. Réwnania E-L w takim przypadku sa rowne:
oL oL
Yo
0¢ m 00,0

co czytamy z lewej pochodna L po ¢, jest rowna suma po wszystkich kierunkach z pochodne;j
po ptym kierunku po pochodnej £ wzgledem %.

4.
https://en.wikipedia.org/wiki/Momentum_operator

https://en.wikipedia.org/wiki/Energy_operator

Zadanie 6

(4 pkt) WyprowadZ réwnanie opisujace geometrie brachistochrony z réwnan E-L. (jakie$ réw-
nanie uwiklane lub jawne okreslajace wspoélrzedne brachistochrony) Co to jest Brachistochrona,
oraz wskazéwki znajdziecie tutaj: https://pl.wikipedia.org/wiki/Brachistochrona Inne wy-
prowadzenie znajdziecie tutaj: https://www.youtube.com/watch?v=C1d0p3a43fU&ab_channel=
3BluelBrown


https://en.wikipedia.org/wiki/Momentum_operator
https://en.wikipedia.org/wiki/Energy_operator
https://pl.wikipedia.org/wiki/Brachistochrona
https://www.youtube.com/watch?v=Cld0p3a43fU&ab_channel=3Blue1Brown
https://www.youtube.com/watch?v=Cld0p3a43fU&ab_channel=3Blue1Brown
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