Co to znaczy, ze co$ sie "dobrze transformuje"?
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0 Slowem wstepu

Naszym gléwnym celem podczas warsztatow bedzie odpowiedzenie na pytanie
zawarte w tytule, a méwiac w sposdb mniej zawoalowany - dowiedzie¢ sie co
nieco o rachunku tensorowym. Aby to zrobié¢ bedziemy musieli rozwinaé¢ pewna
malg armate matematyczng, dlatego nalezy uprzedzi¢, ze warsztaty moga by¢é
miejscami nieco abstrakcyjne, aczkolwiek planuje robi¢ duzo przyktadéw i ra-
chunkow, zeby lepiej wyobrazi¢ sobie pewne koncepty.

Co do zadan kwalifikacyjnych, to dotycza one gtownie algebry liniowej (rachunku
wektorowego), ktora bedzie stanowié¢ baze (pun intended) do naszych rozwazan.
Niemniej jest to bardzo prosta i intuicyjna teoria.

Dla zglebienia tematu, w opisie warsztatéw zamieszcze link do skryptu
MIMUW z GALu (Geometrii z algebra liniowa), gdzie proponuje zaznajomié
sie z rozdziatami 1., 3. i 4. (bez 4.7), a rozdzial 2. przejrzeé¢ pogladowo. Znacznie
ulatwi to rozwiazywanie wiekszosci zadan. Alternatywnie, dla wielbicieli wizu-
alnych przyktadow, polecam kurs "The essence of linear algebra" znajdujacy si¢
na kanale 3BluelBrown na platformie YouTube, jednakze czes$¢ przedstawionych
tam tresci (np. wyznaczniki, wektory wtasne) nie jest kluczowa do zrobienia za-
dan wstepnych. Poza tymi dwoma, w opisie warsztatow, podlinkuje pare innych
ciekawych zrodet i kursow. Gdyby kto$ mial pytania do zadan/warsztatow pro-
sze $mialo pisa¢ na adres: jk.jurczak@student.uw.edu.pl ze wstawka [WWW19]
w tytule. Pamietajcie takze, zeby rozwigzania wysylta¢ na strone, a nie mailem!

Jesli zostanie na koniec czasu to zajmiemy sie wykorzystaniem naszej teorii
do badania zagadnien fizycznych np. powiem co$ o Teorii Wzglednosci.

Na koniec zaproponuje konwencje zadaniowa: zadania numerowane nalezy wrzu-
ci¢ na strone, a te nienumerowane nie beda oceniane - sg dla sportu i dobrego
prze¢wiczenia (Nie trzeba takze robi¢ wszystkich "obowiazkowych" zadan, ale
im wiecej tym lepiej).



1 Zadania teoretyczne

W naszych rozwazaniach bedziemy operowaé na obiektach zwanymi wektorami.
Wektory to elementy przestrzeni wektorowej, lecz czym jest sama przestrzen
wektorowa?

<> Zadanie 1.1

Sformutuj definicje przestrzeni wektorowej, bez uzywania stowa "strzatka".
Podaj 2 przyktady takich przestrzeni, ktore nie sa K" i wyttumacz (nie
trzeba $cisle dowodzié), ze sa to przestrzenie wektorowe.

7 dobrze sformuowanej definicji wynika, ze naturalnym sposobem uzyskiwania
nowych wektoréow (v) w tej samej przestrzeni wektorowej ze starych (wq,ws) jest
np. polozenie: v = aw; + bws, gdzie a,b € K (K to tzn. cialo bazowe). Jest to
dobra motywacja dla nastepujacej definicji: napis postaci aw; + bwg + . .. nazy-
wamy kombinacja liniowa wektorow (ws, wa, ... ). Kombinacja liniowa wektoréow
(z tej samej przestrzeni wektorowej) jest elementem tejze przestrzeni, czyli wek-
torem.

Dosé istotna role dla teorii przestrzeni wektorowych gra pojecie liniowej nieza-
leznosci. Mowimy, ze uktad wektorow (wi,ws,...) jest liniowo niezalezny, gdy
zachodzi:

awi +bwy+--- =0 a=b=---=0

Zauwazmy, ze implikacja w lewsg strone jest trywialna, wiec szkopul lezy w tej
w prawa strone. Jesli uktad nie spelnia tego warunku to méwimy, ze uktad jest
liniowo zalezny.

< Zadanie 1.2

Udowodnij stwierdzenie:
Uktad (v1,...,v,) jest liniowo zaleiny. < Istnieje v nalezacy do tego
uktadu, ktory jest kombinacjq liniowq pozostatych elementow.

Nastepnym w kolejnosci pojeciem przyblizajacym nas do gwozdzia programu
jest pojecie przestrzeni rozpietej (generowanej) przez uktad (vy,...,v,). Jest to
zbior wszystkich kombinacji liniowych wektorow (v1, . .., v,). Alternatywnie jest
to przeciecie wszystkich podprzestrzeni wektorowych (podzbioréw przestrzeni
V', ktore same w sobie posiadaja strukture przestrzeni wektorowej) zawieraja-
cych uktad (v1,...,v,). Dla dociekliwych:

<> Zadanie

Zastanow sie, czemu te definicje sa sobie rownowazne.

Tym oto sposobem dochodzimy do punktu kulminacyjnego naszej teorii oraz
gtoéwnego obiektu naszych zainteresowani:



< Zadanie 1.3

Sformuluj pojecie bazy przestrzeni wektorowej i wymiaru przestrzeni wek-
torowej (nie trzeba dowodzi¢ twierdzenia o rownolicznosci baz w usta-
lonej przestrzeni - zostaje dla dociekliwych). Nastepnie, w skonczonym
wymiarze, udowodnij, ze rozktad dowolnego wektora w danej bazie jest
jednoznaczny. Podaj (i udowodnij, ze to bazy) po 2 bazy dla przestrzeni
podanych w Zadaniu 1.1 oraz dla R™.

<> Zadanie

Udowodnij (Lemat Steiniza):
Dowolny uktad liniowo niezalezny (v1,...,vr) mozemy dopetni¢ elemen-

tami bazy (wy, . .., wy ) otrzymujge baze (v, ..., Vg, Wi, , Wiy, ... ), gdzie iy, ia, . ..

to pewne indeksy.

Jak tatwo sie zorientowaé, dla ustalonej przestrzeni istnieje wiele réznych baz,
stad wybor bazy jest arbitralny. Pracujac z dang przestrzenia zwykle wybieramy
baze w taki sposob, aby rachunki byly wzglednie przyjemne. Baze mozemy poj-
mowa¢ intuicyjnie jako uklad wspoélrzednych w przestrzeni wektorowej, wiec
wybor bazy jest kwestia analogiczna do wyboru odpowiedniego uktadu wspot-
rzednych.

Przyktad

Wezmy Ry - |, czyli przestrzen rzeczywistych wielomianéw co najwyzej 2 stop-
nia. Latwo zweryfikowad, ze e = (e1 = 1,ea = t,e3 =t2) oraz f = (fi =1, fo =
1+t f3 = 1+t+1t%) to bazy Ry[ - |. Dla przyktadu: niech v = 2. Wtedy
v = eg, ale rbwnowaznie v = —fy + f3. Mozemy takze zaproponowaé¢ "nota-
cje": podaé¢ wspolezynniki kombinacji liniowej stojace przy ey, es, es (f1, fo, f3
odpowiednio), z ktorej otrzymujemy v. W takiej notacji:

0 0
v= (0] ,v= -1
3], 1 f
0
Oba te napisy reprezentuja ten sam wektor t2, mimo, ze [§} #* {711} . Takie po-
danie wpotczynnikow kombinacji liniowej v bedziemy nazywaé reprezentacja
v w danej bazie lub wektorem kolumnowym.

Obserwacja
Rownosé wektorow jest niezalezna od wyboru bazy, tj. (v = w)e & (v = w)y,
gdzie (v = w) oznacza, Ze pracujemy w bazie . Jednakze reprezentacje tego

samego wektora, w réznych bazach, na ogdt sq rézne.

Stad potrzebujemy narzedzia, aby majac wiedze o rozktadzie v w bazie e znalezé
rozklad v w bazie f (zakladajac, ze wiemy wszystko o bazach e i f)



W nastepnej czesci zadan teoretycznych bedziemy rozwazali macierze (odwzo-
rowania) zmiany bazy. Wszak Fszak, aby podejs¢ do tego kompleksowo wypa-
daloby najpierw rozwinaé teorie i idee zwiazane z odwzorowaniami liniowymi,
jednak nie bede robil o tym zadan do ocenienia, gdyz byloby tego za duzo.
Dlatego:

<> Zadanie (w sumie to nie tylko dla dociekliwych ale nie mam jak tego
sprawdzic)

Zapoznaj sie z faktami na temat odwzorowan liniowych (proponuje ze
skryptu MIMu albo kursu 3BluelBrown). W szczegolnosci, czym sa, czemu
mozna je przedstawi¢ jako macierz i (juz troche pdzniej) jak zmienié baze w
przypadku (macierzy) odwzorowania liniowego. Ciekawym zagadnieniem
jest takze: czym jest i jaki warunek musi spetnia¢ odwzorowanie liniowe,
aby mozna byto je nazywa¢ odwzorowaniem (macierza) zmiany bazy?

Teraz jest na to dobra pora, aby powiedzie¢, ze w algebrze liniowej zwykle w
rachunkach nie wystepuja zadne potegi, dlatego wprowadzmy zasade, ze indeksy
gorne sa po prostu indeksami gornymi, a nie potegami (gdy jednak zdarza sie
gdzies$ potegi, zostanie to zaznaczone). Od tej pory takze bedziemy wykorzysty-
waé¢ konwencje sumacyjng Einsteina, poniewaz jest ona niesamowicie wygodna.
Brzmi ona tak:

Konwencja sumacyjna Einsteina

Gdy w iloczynie pewnych wartosci znajdzie sie powtdrzony indeks, jeden gorny,
drugi dolny, znaczy to, ze nalezy wysumowad to wyrazenie po tymze indeksie (po
wszystkich jego wartosciach).

Przyktad

i ik _ i pik
ajb; —E E apb;
ik

Bardziej namacalny przyktad
Majac baze e mozemy zapisa¢ w niej pewnien wektor v (tak jak w jeszcze po-
przednim przykladzie):

v=uvle; +v2es + -+ 0",

W konwencji sumacyjnej wyrazenie to jest o wiele zgrabniejsze i dlatego be-
dziemy je preferowac: '
v ="1'¢;

Zadania do oswojenia sie z konwencja sumacyjna znajda sie w czeéci rachunko-
wej.



Wracajac do zagadnien zwiazanych z bazami, zaktadamy, ze mamy bazy e i
f, o ktorych wiemy wszystko, w takim razie, zgodnie z natura pojecia bazy,
mozemy roztozy¢ wektory bazowe z f w bazie e, co formalnie w konwencji su-
macyjnej wyglada tak:

fi=daje; (*)
gdzie a{ to pewne wspoétczynniki.
Owe wspotczynniki mozemy wstawié¢ do macierzy. Jak dociekliwy czytelnik moze
juz sie domysla¢, bedziemy dazyé do tego, azeby mnozac macierz przez repre-

zentacje wektora w bazie (wektor kolumnowy) otrzymac reprezentacje wektora
w innej bazie. Ale jest pewnien problem, mianowicie:

<> Zadanie

Sprawdz, czy iloczyn reprezentacji wektora, powiedzmy w R3, w bazie

17 707 [0 . . j
e= ([8] , [(1)} , [(1)}) przez macierz o wspolezynnikach a (*) zwraca repre-

zentacje tego samego wektora w bazie f = ([(%J , [((2;} , {g})

Jak tatwo sie przekonaé jest to nieprawda, ze:
v = ] ve
gdzie [a!] to macierz o wspotezynnikach a (*). Albo rownowaznie (nieprawda):
Jo o o d
Ui T e
gdzie v° to - wyraz wektora kolumnowego v w bazie .

<> Zadanie 1.4

Podaj regule transformacji wektoré6w kolumnowych (de facto to ich wspot-
czynnikow) w oparciu o znajomosé¢ wspotezynnikow af (Podpowiedz: roz-
pisz wektor v w bazie i pomysl co nam daje (*))

Majac juz te wiedze, mamy juz niemal wszystkie narzedzia potrzebne na warsz-
tatach. Reszte przedstawie w trakcie ich trwania.

2 Zadania rachunkowe

<> Zadanie 2.1

Wezmy R”™ i baze standardowa (jest to fachowe okreslenie tzn. wspol-
rzednych kartezjaniskich, czyli stalych, jednostkowych i wzajemnie pro-
stopadtych wektorow bazowych, tworzacych uktad wspolrzednych). Podaj
defnicje (ktora nie angazuje pojecia normy, czyli dtugosci wektora, ani



zadnych katow) standardowego iloczynu skalarnego. Nastepnie, udowod-
nij, ze:
a-b=|a||b|cosd

gdzie 0 to geometryczny kat miedzy wektorami. (Podpowiedz: udowodnij
dla R? i uogélnij, tutaj nie polecam korzystaé¢ z wikipedii, bo sa tam
popisane bledy i herezje)

Zadanie 2.2
Pracujac w konwencji sumacyjnej Einsteina:
a) Upros¢ wyrazenie:
ik . <jsl
a'bic,d] oy,
gdzie 5; to tzn. delta Kroneckera.
b) Zapisz wyrazenie na i, j-ty wyraz macierzy zadanej przez iloczyn zna-

nych macierzy:
F'.g.F

Zaloz, ze znamy elementy macierzowe F/“ i gpq (Tak, to nie przypadek, ze
maja indeksy w innych miejscach!)

Zadanie 2.3

Podaj przyklad macierzy M, ktora nie jest rowna I, ani (UWAGA -
potega) M™ nie jest rowne I dla n € {1,2,3,4}, natomiast M> = I, gdzie
I to macierz identycznosci (taka macierz, ktora po pomnozeniu przez re-
prezentacje wektora daje ten sam wektor).

Zadanie 2.4

Okres czy ponizsze uklady sa bazami odpowiednich przestrzeni i uzasad-
nij:

6 2 0 1 11 0 1 9 , .
a) (1 O) , <2 1) , (0 O) , (O O) w R%, - przestrzen macierzy 2 x 2
b) (e1 =1,ea =t,e3 = (t+1)* — (t — 1)) w Ry[ - ]
Zadanie 2.5
Niechaj v = t34+2t2+3t+4 € R3[ - ] oraz e i f beda bazami tej przestrzeni

takimi, ze:
€1 = 1,62 :t,eg :t2,€4 =t3

fi=lfo=1+tfs=1+t+ fr=1+t+2+¢

Podaj wspotezynniki af zmiany bazy z e w f (takie jak w (*)), skonstruuj
macierz zmiany bazy, przedstaw v jako wektor kolumnowy w bazach e i



f oraz pokaz jak znajac wektor kolumnowy v w bazie e znalezé wektor
kolumnowy w bazie f (i ewentualnie na odwrot).

Zadanie 2.6

Sladem macierzy kwadratowej (lub odpowiedniego odwzorowania) nazy-
wamy sume wyrazow naprzekatniowych macierzy (macierzy odwzorowa-
nia), tzn. dla macierzy [M]]

(M) = M

gdzie sumujemy po wskazniku k. Udowodnij, ze warto$¢ sladu macierzy nie
zalezy od wyboru bazy. (Podpowiedz: warto wiedzie¢ jak sie transformuja
macierze, a i takze konwencja sumacyjna jest tutaj bardzo uzyteczna)



