Programowanie z dowodzeniem twierdzen

Piotr Mastowski

0 Slowem wstepu

Ponizsze ,,zadania” kwalifikacyjne skladaja sie w wiekszo$ci z wyjasnien, opiséw
i kilku definicji. Cwiczenia do zrobienia maja na celu przede wszystkim upew-
ni¢ sie, ze pozostaly material byl zrozumiaty i przystepny. Czes¢ z nich jest
interaktywna, co — mam nadzieje — pozwoli rozwia¢ wigkszo$¢ watpliwosci, czy
blednych interpretacji.

Zadania do wykonania luzno wzorowane sa na zadaniach kwalifikacyjnych
warsztatéw z programowania funkcyjnego (Radostaw Rowicki, 2019). Testowa-
lem ten sposéb wprowadzania rachunku lambda na kilku osobach (na zZywo)
w roku 2022 i komentarze ktore wtedy ustyszatem, to ze ,to takie troche tami-
gltowki” oraz ,ale to fajne”, co pokrywa si¢ z moim wlasnym doswiadczeniem.
Tak wiec, polecam i pozdrawiam.

1 Lambdy (bez typow)

Rachunek lambda to prosty system formalny pozwalajacy budowac i przeksztal-
caC wyrazenia reprezentujace funkcje anonimowe. Przyktadowo Ax. x oznacza
funkcje przyjmujaca jeden argument i od razu go zwracajaca. Z kolei, \z. 3
oznaczaltoby funkcje réwniez bioraca jeden argument, ale zawsze zwracajaca 3,
Xz. 1+ z — funkcje dodajaca 1, a Ax. cos (sin x) — zlozenie cosinusa z sinusem.

Co z takimi funkcjami mozemy teraz zrobi¢? Mozemy je zaaplikowaé¢ do
jakich$ argumentow!

Nx.z)2—2 (1a)
(\z.3)b—3 (1b)
M. 1+2)5—6 (1c)
(A\z. cos (sin x)) ®—1 (1d)
Z grubsza odpowiada to:

id(z) === id(2) =2 (2a)
f(x):=3 f(b) =3 (2Db)
glx)=1+= g(5) =6 (2¢)

h := cososin h(m)=1 (2d)



Warto od razu zwrécié uwage, ze aby zaaplikowaé¢ jakas funkcje — czy to
anonimowa, czy nazwana — nie musimy uzywaé¢ nawiaséw. (m.in. jest dzieki
temu czytelniej)

1.1 Formalizmy

Tyle intuicji na razie wystarczy. Teraz pora na definicje!
Niech X bedzie zbiorem zmiennych (zwyklych oznaczen, czy tez napiséw). Przy-
ktadowo {f, g, h, foo,bar,baz,x,y, z,a,b,c}.

Wyrazenia lambda sa napisami tworzonymi w nastepujacy sposéb:

o Jezeli e € X, e jest wyrazeniem lambda.

o Jezeli M jest wyrazeniem lambda oraz e € X, to (Ae. M) jest wyrazeniem
lambda.
(lambda-abstrakcja)

e Jezeli M i N sa wyrazeniami lambda, to (M N) jest wyrazeniem lambda.
(aplikacja funkcji)

Wyrazenia lambda mozemy przeksztalcaé¢ nastepujaco:

o alfa-konwersja:
(Xe. M) —(N\d. N)

gdzie N to wyrazenie lambda otrzymane przez zastapienie wszystkich wol-
nych wystapien e w M, przez zmienna d, ktéra nie ma wolnych wystapien
w M.

(tutaj chodzi tylko o zmiane nazwy zmiennej)

¢ beta-redukcja:
((xe. M) N) = O

gdzie O to wyrazenie lambda otrzymane przez zastgpienie wszystkich wol-
nych wystapien e w M przez wyrazenie N.
(jest to po prostu mechaniczny sposéb na aplikowanie funkeji)

o eta-konwersja:
Xe.(Me)—M

oraz

M —(xe. (M e))
gdzie e nie ma wolnych wystapien w M.

(dodanie lub usuniecie lambda-abstrakeji i aplikacji duzo nie zmienia)



O co chodzi z tymi wolnymi wystapieniami? Przykladowo, gdy weZmiemy
wyrazenie lambda takie jak Az. ((foo (\z. x)) x), potrzeba jakiego$ sposobu na
odréznienie ktory x jest od ktérej lambdy.

Xz ((foo (\x. x)) x) wszystkie x zwigzane
(foo (\z.x)) x jeden x zwiazany, drugi wolny

foo (h\x. x) jeden x zwiazany

A\z. T jeden x zwiazany

x jeden x wolny

Warto zauwazy¢, ze tutaj foo jest aplikowane na (\z.x), a cale (foo (Ax.x))
—na x.

(Tak, tak. W powyzszej definicji S-redukeji brakuje wstawki o tym, ze N
nie moze mie¢ zadnych wolno wystepujacych zmiennych, ktére zmieniatyby sie
w zmienne zwigzane wewnatrz M /O.)

Co bardziej spostrzegawczy czytelnicy mogli juz zauwazy¢, ze nigdzie w defi-
nicjach nie pojawily sie wczedniej uzyte liczby, sinusy czy arytmetyka. I rzeczy-
wiscie — niczego takiego nie zdefiniowaliSmy. MoglibySmy oczywiscie dodatkowo
zalozy¢ istnienie tego wszystkiego. Zrébmy jednak co$ ciekawszego: zbudujmy
sobie matematyke na nowo.

1.2 Rozgrzewka
1.2.1 Zadanie 0 [mechaniczne; 6p] — redukcje i konwersje

Upro$¢ najbardziej jak sie da ponizsze wyrazenia lambda (kazda linia to osobny
przyklad) przy uzyciu a-konwersji, S-redukcji i n-konwersji:
(wypisz kolejne kroki i ktore przeksztalcenia tam zaszly)

(x.x) Ay.y)) (Az.z)

x.x) (Qy.y) (Az.2))

Af.f x) QAy.g )

Ag.((Af.f x) (\y.g ¥))) h

Ax.(Ag.((Mf.f x) (A\y.g ¥))) h) z

((ra.(AMf. (Ab. (£ 2) B))) (Ag.(Ay.g ¥))) (Ac.c)) (Az.z)

1.3 Zabawa bez ograniczen (czyli typéw :P)
Na wstepie takie dwie uwagi:

1. Nawiasy i spacje nie sa takie krytyczne. Domyslcie sie co gdzie i jak.
(Przede wszystkim jak jest Ax. ..., to ... koficzy sie najdalej jak sie da
— argumenty moga by¢ dopiero za nawiasem)

2. Wlasne definicje pomocnicze sa bardzo przydatne. Mimo ze nie sg cze-
$cig rachunku lambda, zachecam do uzywania wszedzie gdzie zwiekszaja
czytelnosé.



e wszystko na raz:

Ax. (((\y.y) (Ay.y)) x)

e 7 definicja pomocnicza:

id = Ay.y
Ax. ((id id) x)

Niemniej, nie mozemy tworzy¢ sobie w ten sposéb nowej funkcjonalnosci
— np. rekurencyjnych czy nieskonczonych wyrazen lambdal

Przejdzmy wiec do zabawy

1.3.1 Zadanie la [nietrywialne; 2p| — wiele argumentéw

Jak dotad, wszystkie lambdy braly zawsze doktadnie jeden argument na raz, no
nie? Jak wiec da¢ jakiejs funkcji dwa argumenty?

Normalng odpowiedzia w matematyce bylyby pary. Takiego czego$ tutaj
jednak nie mamy. Istnieja tylko zmienne, lambda-abstrakcje (z jednym parame-
term) i aplikacje (réwniez z jednym).

Zeby nie bylo to az tak nieuchwytne, zalézmy ze chcemy napisa¢ wyrazenie
lambda, ktére w jaki§ sposéb wezmie dwa argumenty — z i f — i zwrdci ich
aplikacje — wyrazenie f x.

Do przetestowania swojego rozwiazania, zaaplikuj je na argumentach bar
i foo.

Do sprawdzania wynikéw mozecie uzy¢ kalkulatora online: https://crypto.
stanford.edu/"blynn/lambda/ Dostepne tam przyklady nic wam nie dadza,
bo uzywaja troche¢ innej skladni oraz sa polukrowane — wiec nie sugerujcie sig
nimi. (btw skladnia taka jak tu — lambdy i kropki — réwniez tam dziala)

Rozwigzanie: (nie macie si¢ nad tym meczy¢)

Zamiana par, tréjek, itd. w funkcjach na taki styl brania argumentéw nazy-
wana jest curryingiem — on nazwiska matematyka i logika, Haskella Curry’ego.

1.3.2 Zadanie 1b [3p] — zlozenie funkcji

Napisz funkcje, ktéra wezmie dwa wyrazenia lambda i dokona ich zlozenia —
zwréci funkcje ktéra po zaaplikowaniu na jakimkolwiek wyrazeniu, zaaplikuje
na nim druga funkcje, a na wyniku pierwsza.

Testy:


https://crypto.stanford.edu/~blynn/lambda/
https://crypto.stanford.edu/~blynn/lambda/
https://pl.wikipedia.org/wiki/Lukier_sk%C5%82adniowy

ztozenie foo bar -- zwraca: Ax. foo (bar x)
ztozenie g f x -- zwraca: g (f x)
ztozenie (Ax.x) (Ax.h) x -- zwraca: h

Prostszy zapis:

e Gdy mamy kilka lambd, jedna w drugiej, mozemy troche ograniczy¢ pisa-
nie nawiaséw: Az y z. M oznacza \z. (\y. (Az. M))

e Gdy mamy kilka aplikacji, jedna wokdl drugiej, mozemy ograniczy¢ pisanie
nawiaséw: f xy z oznacza ((fx)y) z

1.3.3 Zadanie 2a [nietrywialne; 2p] — prawda i falsz

Budowanie matematyki zaczniemy od konstrukcji logiki boolowskiej. Na pocza-
tek potrzebujemy prawdy i falszu — dwdch wartosci o bardzo podobnej struktu-
rze, ale zasadniczo odrézniajacym sie od siebie nawzajem zachowaniu. Oczywi-
Scie, jak wszystko tutaj, musza one byé wyrazeniami lambda.

Sprobuj wymyslié¢ takie dwa wyrazenia

Rozwigzanie: (réwniez nie macie sie nad tym meczy¢)

Sa to oczywiscie tylko wyrazenia (napisy), ktore reprezentuja (koduja) Bo-
olowskie wartosci logiczne. Mozemy na nich dokonywaé obliczen, ale generalnie
nie wystarcza one do przeprowadzania dowoddow

1.3.4 Zadanie 2b [2p] — if-then-else

Napisz funkcje, ktéra wezmie wartos¢ logiczna oraz dwa inne argument i gdy ta
wartos¢ logiczna jest prawda — zwrdci pierwszy, a gdy falszem — drugi.
Testy:

if prawda foo bar -- zwraca: foo
if faisz foo bar -- zwraca: bar
if fal*sz prawda failsz -- zwraca: fatsz



1.3.5 Zadanie 2c [6p] — funkcje logiczne

Zaimplementuj not, and, or, xor, implikacje i réwnowazno$c.
Testy:

not fal*sz -- zwraca: prawda

not prawda -- zwraca: faisz

and prawda prawda -- zwraca: prawda
and prawda falsz -- zwraca: fatsz
xor prawda fatsz -- zwraca: prawda
xor prawda prawda -- zwraca: falsz

1.3.6 Zadanie 3a [lekko nietrywialne; 2p| — liczby naturalne

Zeby mie¢ liczby naturalne, potrzebujemy calej serii wyrazen lambda o bardzo
podobnej strukturze. (Podpowied?: 0 = Af x. x) Wymy$l co dalej.
Rozwigzanie: (nad tym réwniez nie macie si¢ meczy¢)

1.3.7 Zadanie 3b [4p] — arytmetyka

Zaimplementuj nastepnik (funkcje dodajaca 1), dodawanie, mnozenie oraz po-

tegowanie.

Testy:
succ 0 -- zwraca: 1
succ 4 -- zwraca: 5
plus 2 3 -- zwraca: 5
plus 0 O -- zwraca: O
razy 2 3 -- zwraca: 6
razy 6 1 -- zwraca: 6
razy 7 0 -- zwraca: O

potega 2 3 -- zwraca: 8
potega 5 0 -- zwraca: 1



potega O 5 -- zwraca: O

1.3.8 Zadanie 3c [nietrywialne; 6p] — trudna arytmetyka

Zaimplementuj poprzednik (funkcje odejmujaca 1) oraz odejmowanie. Zamiast
liczb ujemnych, zawsze zwracaj 0.

Testy:
pred 5 -- zwraca: 4
pred 1 -- zwraca: O
pred O -- zwraca: 0
minus 2 3 -- zwraca: O
minus 7 2 -- zwraca: 5
minus 9 9 -- zwraca: O

Jezeli brakuje ci pomysléw, zostaw to zadanie na po nastepnym (albo po
jeszcze kolejnym).

1.3.9 Zadanie 4a [3p] — pary

Przy pierwszym zadaniu bylo powiedziane, ze nie mamy par. Ale to nie znaczy,
ze nie mozemy sami ich sobie zrobié!

para = Ax y. Af. f xy

0. Napisz funkcje, ktéra wyjmie pierwszy element (x) z dowolnej pary.
1. Napisz funkcje, ktéra wyjmie drugi element (y) z dowolnej pary.

2. Elegancko dodaj liczby zawarte w para 5 3.

Testy:
przypadekO = para 4 2
przypadekl = para O prawda
przypadek2 = para 5 3
7?77 -- zwraca: 4
???7 -- zwraca: prawda
??? -- zwraca: 8



1.3.10 Zadanie 4b [5p] — unie

Przeciwienstwem par, sg unie. Gdy tworzymy pare, potrzebujemy dwéch warto-
Sci, a pézniej mozemy wyciagnaé z pary dowolng z nich. Uni¢ mozemy stworzy¢
na dwa sposoby — na lewo i na prawo. Z kazdego z nich mozemy wyciagnaé¢ war-
tos¢ ktéra uzyta byla przy konstrukcji. Na dodatek, zwykle nie wiemy podzniej
na ktory sposéb unia byla stworzona, wiec musimy obstuzy¢ oba przypadki.

Napisz dwie funkcje (lewo i prawo), obie przyjmujace po jednej wartosci,
ktore zwrédca funkcje bioraca dwie funkcje — pierwsza na wypadek gdyby ory-
ginalnie uzyte bylo lewo, a druga na wypadek gdyby oryginalnie uzyte byto
prawo. Ostatecznym wynikiem powinna by¢ aplikacja odpowiedniej z podanych
funkcji na wartoéci podanej na samym poczatku.

Brzmi to dos¢ zagmatwanie, ale mam nadzieje, ze przyklady wszystko wy-

jasniaja:

Testy:
przypadekO = lewo 3
przypadekl = prawo falsz
przypadek2 = prawo prawda
przypadek3d = lewo O
przypadekO succ not -- zwraca: 4
przypadekl succ not -- zwraca: prawda
przypadek2 succ not -- zwraca: falsz
przypadek3 succ not -- zwraca: 1

2 Typy proste

No to lambdy juz znamy. Teraz czas na typy!

Ale po co ktokolwiek je dodawal? Okazuje sig, ze niektore wyrazenia lambda
mogliby$my redukowaé¢ bez konica i wciaz nie osiagnelyby zadnej ostatecznej
formy.

Przykladowo, tzw. kombinator Y

Y =)\f. (. f (z2)(ha. f (2 2))
ma ta wlagciwosé, ze Y f jest f-réwnowaine f (Y f).
Yg=Af-(Az.f(zx)) Az f(zx)))g
B (g(ax) Og(a))
9((Az.g(zz))(Ar.g(z)))

g(A -z f(zx))(Ae. fzz)))g)
9(Yg)

To |w



Dodajac typy, mozemy zapewnié tzw. silng normalizacje. Oznacza to, ze do-
wolna sekwencja przepisywania (redukeji i konwersji) predzej czy p67niej osia-
gnie postaé¢ normalng. Ale czym wlasciwie sa te typy? Zacznijmy od definicji.

2.1 Formalizmy

Niech X bedzie zbiorem zmiennych, a T bedzie zbiorem typéw podstawowych.
Wtedy e : 7, gdzie e € X i 7 € T, oznacza ze e jest typu 7. Przykladowo:

X =A{f,g,h, foo,bar,baz,x,y,z a,b,c}
T={AB,C}
r: A
Typy wyrazen lambda sa napisami tworzonymi w nastepujacy sposob:
o Jezeli T €T, 7 jest typem.
o Jezeli 71 o sa typami, 7 — o tez jest typem.
Otypowane wyrazenia lambda sg napisami tworzonymi w nastepujacy sposéb:
o Jezeliee X ie: 7, to e jest wyrazeniem lambda typu 7.
o Jezeli M jest wyrazeniem lambda typu o, oraz e € Xie: 7,to (Ae: 7. M)

jest wyrazeniem lambda typu 7 — o.
(lambda-abstrakcja)

e Jezeli M i N sa wyrazeniami lambda typéw 7 — ¢ i 7 odpowiednio, to
(M N) jest wyrazeniem lambda typu o.
(aplikacja funkcji)

Wtedy M : T oznacza, ze M jest wyrazeniem lambda typu 7.
Reguty przeksztalcania otypowanych wyrazen lambda niewiele réznia sie¢ od
tych bez typéw:

o alfa-konwersja:
Ne:7.M)—=(\d:7.N)

gdzie N : o to wyrazenie lambda otrzymane przez zastapienie wszystkich
wolnych wystapien e w M : o, przez zmienna d : 7, ktéra nie ma wolnych
wystapien w M.
¢ beta-redukcja:
(Ne:7.M)N)—O
gdzie O : 0 to wyrazenie lambda otrzymane przez zastapienie wszystkich
wolnych wystapien e w M : o przez wyrazenie N : T.
o eta-konwersja:
Xe:71.(Me)—M
oraz
M—(Ne:71.(Me))

gdzie e nie ma wolnych wystapien w M : 7 — 0.



2.2 Aqua aerobik — bo duzo sie tu nie bedzie dzialo
2.2.1 Zadanie 5a [mechaniczne; 2p]| — redukcje i konwersje

Upros¢ najbardziej jak sie da ponizsze wyrazenia lambda przy uzyciu a-konwers;ji,
B-redukeji i n-konwers;ji:
(wypisz kolejne kroki i ktdre przeksztalcenia tam zaszly)

(Ax:(A->4). x) (QAy:(A->A). y) (Az:A. z))
x : A

g : A->B
(Mf:(A->B). £ x) (A\y:A. g y)

2.2.2 Zadanie 5b [3p] — typowanie

Otypuj ponizsze wyrazenia — znajdz takie dowolne przypisanie typow do zmien-
nych, zeby ponizsze beztypowe wyrazenia lambda staly si¢ otypowanymi wyra-
zeniami lambda. Jezeli jest to niemozliwe, napisz.

Af x. £ (f x)

Af x. £ (f x) x

Ax. x) (\y. y) z

Ax. x) Ay. ) (A\z. 2)

Ag. AMf. £x) (\y. gy)) h

Ax. (\g. (A f. £ x) (A\y. g y)) h) z

2.2.3 Zadanie 6 [1p] — zlozenie funkcji

Napisz funkcje dokonujaca ztozenia trzech funkcji o typach A — B, B — C
iC — D.
Prostszy zapis:

o Typy takie jak A — (B — (C' — D)) mozemy zapisywa¢ jako A — B —
C—D
2.2.4 Zadanie 7 [2p] — moja prawda, twoja prawda
Sprébuj otypowaé wartosci logiczne. Jakie widzisz z tym problemy? Czy jest to
mozliwe?
2.2.5 Zadanie 8 [5p] — liczby i arytmetyka

Sprébuj otypowaé liczby naturalne oraz funkcje takie jak nastepnik i poprzednik.

2.2.6 Zadanie 9a [3p] — typy par

Sprébuj otypowaé pary i funkcje na nich.
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2.2.7 Zadanie 9b [2p] — typy unii

Sprébuj otypowaé unie i funkcje na nich.

3 System F

Jak przekonali$my sie w poprzedniej sekcji, wiele konstruktéw w rachunku lamb-
da przestato by¢ mozliwych po dodaniu typéw. Inne z kolei, byly zduplikowane
pomiedzy réznymi typami. Nawet tak prosta funkcja jak identycznosé¢ \z. x,
nagle otrzymala niezliczone warianty: Az : A.z, \x : B.x, \xx : C. x, Az : D. z,
itd.

Problem par i unii mozna rozwiazaé poprzez zdefiniowanie nowych konstruk-
toréw typow 7 x o oraz T+ o — do kolekcji z 7 — 0. Wymaga to réwniez dodania
projekcji — funkcji dekonstruujacych wspomniane pary i unie — istniejacych dla
wszystkich mozliwych typéw.

Bardziej ogdlnym rozwiazaniem sa tak zwane duze lambdy. Ta idea polega na
wprowadzeniu drugiej lambda-abstrakcji, ktora rézni si¢ od tej zwyktej tym, ze
zamiast wartosci, bieze typy. Przyktadowo, identyczno$¢ mozna wtedy zapisaé
jako At. Xz : t.x. Nastepnie, gdy chce sie jej uzy¢ dla jakiego$ konkretnego typu,
wystarczy ja na nim zaaplikowac:

(At Xz :t.x)A—=Xe: A

Nazywane jest to rowniez ,polimorficzny rachunek lambda” albo System F.
Ale jaki typ ma taka duza lambda? W rachunku lambda z typami prostymi,

funkcje maja typy postaci 7 — o. Tutaj wiec, potrzebowaliby$my jeszcze jakiej$

y,duzej strzalki”. I rzeczywiscie, System F definiuje nowy konstruktor typéw.

(At. Xz :t.x): Vit —t

3.1 Powtarzalna zabawa
3.1.1 Zadanie 10 [3p]| — zlozenie funkcji

Napisz funkcje dokonujaca ztozenia funkcji o dowolnych typach. Nastepnie za-
aplikuj jana f: F — F oraz g: D — E. Zredukuj wynik.

3.1.2 Zadanie 11 [4p] — logika i liczby

Napisz polimorficzne wersje wartosci logicznych, liczb, funkcji and oraz nastep-
nika.

3.1.3 Zadanie 12a [3p] — pary

Skonstruuj polimorficzne pary, oraz projekcje — pierwszy i drugi.

3.1.4 Zadanie 12b [2p] — unie

Skonstruuj polimorficzne unie i pokaz jak sie ich uzywa.
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4 System F

Jak sie¢ dobrze przyjrzeé, to ten typ duzych lambd, sam wyglada troche jak
lambda. Nazwa ktéra po nim stoi, jest zmienng — argumentem funkcji. Co by
sie wiec stalo, gdyby faktycznie wprowadzi¢ funkcje na poziomie typow? To
znaczy, zaczal uzywac lambda-abstrakcji oraz aplikacji przy konstrukeji samych
typow — a nie tylko wyrazen. Co wiecej, wtedy mozna by przypisa¢ typy typom,
oraz dokonaé tego samego réwniez na tamtym poziomie. Pociagniecie tej idei
w nieskoniczonosé, nazywa sie System F .

Jakie sa tego zastosowania? JesteSmy teraz w stanie tworzy¢ wlasne kon-
stuktory typow. Na przyklad pary mozna teraz zdefiniowaé jako:

Para =Xa: Typ.\b: Typ.Ve. (a = b—¢) = ¢
para : Va.Vb.a — b — Paraab

5 II — typy zalezne

Czy jest w ogole mozliwe pdjé¢ dalej? OsiagneliSmy przeciez juz nieskonczonosé.
Ot6z tak. Jezeli dobrze si¢ przyjrzymy jakie lambdy mamy dostepne, zauwazy-
my, ze sa w naszym arsenale lambdy ktoére:

1. biora wartosci i zwracaja wartosci
2. biora typy i zwracaja typy
3. biora typy i zwracaja wartosci

Pozostaja wiec jeszcze lambdy ktére bratyby wartosci, a zwracaly typy.
Nowa lambda wymaga nowego typu. Podobnie jak typ duzych lambd, ten
bedziemy rowniez oznaczaé przy uzyciu ,kwantyfikatora”:

Iz : A. Foox B

(Tutaj Foo : A — Typ — Typ jest funkcja bioraca jedna wartosé typu A oraz
jeden typ.)

Ale czy takie lambdy bylyby w ogéle przydatne? Tak! Przykladowo, mozemy
dzieki nich méwié o polimorficznych typach, sparametryzowanych liczbami. Oto
typ funkcji bioracej wektor (liste z okreslona dtugoscia) i doklejajacej do niego
dokladnie jeden element:

IIn : Int. Va. a — (Vect na) — (Vect (n+1) a)
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