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1 Wstep

Przygotowalem zestaw zadan, ktérego celem jest zaznajomienie z zagadnieniami,
ktorych bedziemy potrzebowaé i uzywaé na samych warsztatach. Zachecam do
sprobowania swoich sit w jak najwiekszej ilosci zadan - niektoére sa zdecydowanie
prostsze od innych.

Zeby sie zakwalifikowaé¢ nie ma koniecznosci, aby zrobi¢ wszystko. Jesli masz
tylko fragment zadania, to $miato wyslij tez czeSciowe rozwigzanie.

Forma, w jakiej powinny byé¢ spisane rozwiazania, jest dowolna, cho¢ bardzo
prosze, zeby byla w miare czytelna :) Same rozwiazania za$ nalezy wyslaé przez
strone warsztatow.

Zapraszam tez do zapoznania sie z warsztatami " Analityczne zoo"| - cze$¢ pro-
gramu sie pokrywa, jak np. metoda Feynmana czy wykorzystanie szeregow Tay-
lora.

W razie jakichkolwiek pytan, watpliwosci czy zauwazonych btedéw zapraszam
do kontaktu: jakubhalfar@student.agh.edu.pl

Powodzenia!

2 Troche przydatnej teorii

2.1 Calka oznaczona

Calke oznaczona mozemy interpretowaé jako wypadkowe pole powierzchni pod
krzywa y = f(z) na przedziale [a, b] (ujemne wartosci funkcji f przyczyniaja
sie do zmniejszenia wypadkowego pola). Definiujemy catke oznaczona jako:

b n
/ f(z)dz = nh_)rréoz fz) Az
a i=1
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gdzie:

b—a
n
x;=a+iAz, i€{l,2,...,n}

Az =

Jezeli znamy funkcje pierwotna F' dla funkcji f, to caltke oznaczona mozemy
obliczyé, korzystajac z podstawowego twierdzenia analizy matematycznej:

b

b
[ t@)de=r@)| = Ft) - F@

a

2.2 Calka nieoznaczona

Calka funkcji f nazywamy taka funkcje F, ze F'(x) = f(z). Funkcje f na-
zywamy funkcja podcalkowsa, a funkcje F' funkcja pierwotna. Mozemy to
symbolicznie zapisa¢ jako:

/f(x) dr = F(z)+ C

gdzie C' oznacza stala calkowania.

Podstawowe zalezno$ci i wzory:

/af(x)erg(:E)d:E:a/f(x)derb/g(x)dm
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2.3 Podstawowe metody caltkowania

1. Przeksztalcanie funkcji podcatkowej z pomocsa algebry do takiej postaci,
w ktorej jesteSmy juz w stanie zastosowaé znany wzor

2. Wykorzystanie tozsamosci trygonometrycznych
3. Calkowanie przez czesci

Jezeli funkcje f i g maja ciagle pochodne, to:

/ f(z) ¢ (2)de = f(z) - g(z) / f(z) - g(z) da

b b b
[ 1@ dwaw=rw @] - [ 7@ -swa

4. Calkowanie przez podstawienie

2.4 Liczby zespolone

Liczbe zespolona z mozemy zapisa¢ w postaci algebraicznej:
z=a+bi, abeR
gdzie i jest jednostka urojona i ma nastepujaca wlasnosé:

i’ =-1



Podstawowe operacje na liczbach zespolonych:

e dodawanie
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

e odejmowanie

(a+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b—d)i

(a4 bi) - (¢ + di) = ac + adi + bei + bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i

e dzielenie
a+bi  a+bi c—di (a+bi)(c—di)

c+di c+di c—di (c+di)(c— di)

_ac—adi+bci —bdi®  ac+bd+ (be —ad)i

c2 — (di)? B c? 4 d? B
ac+bd bc—ad.

c2 4+ d? —’_CQ—&—dQZ

e modut
|z| = |a + bi| = Va2 + b2
e sprzezenie
Z=a+bi=a—-1b
e czesé rzeczywista

Re(z) =Re(a+bi) =a

e cze$¢ urojona

Im(z) = Im(a + bi) = b

Zachodzi wlasnosc:

z-Z=(a+bi)(a—bi)=a®+b>= |z
Po utozsamieniu liczby zespolonej z = a + bi z wektorem Z = (a,b) zaczepio-
nym w poczatku uktadu wspoétrzednych na plaszczyznie otrzymujemy postacé
trygonometryczna:

z = |z|(cos ¢ + isinp)
gdzie @ jest katem, jaki tworzy wektor 2’z osia rzeczywista.
W liczbach zespolonych prawdziwy jest wzoér Eulera:
€'Y = cosp +ising

Mozemy zatem przedstawi¢ dowolng liczbe zespolona z w postaci wykladni-

czej: _
z = |z]e'?



2.5 Funkcje hiperboliczne

Dla liczby zespolonej z mozemy zdefiniowa¢ sinus hiperboliczny:

. ef —e
sinh z =
2
oraz cosinus hiperboliczny:
e*+e*
coshz = ———
2

2.6 Funkcje specjalne

Funkcja gamma jest jednym z mozliwych rozszerzen pojecia silni na zbiér liczb
zespolonych. Dla liczb zespolonych o dodatniej czesci rzeczywistej definiujemy
ja jako:

I'(z) :/ t*"te7tdt, Re(z) >0
0

2.7 Transformata Laplace’a

Transformata Laplace’a funkcji f zdefiniowanej dla liczb rzeczywistych ¢ > 0
nazywamy funkcje F' zmiennej zespolonej s zadanag wzorem:

ﬂ$=£UM$=Amﬂﬂf“d

Warunkiem wystarczajacym zbieznosci powyzszej calki jest to, aby funkcja f
nie rosta szybciej niz funkcja wyktadnicza, a wiec:

JA, B, to Vt > to ¢ |f(t)] < AeP?

2.8 Szereg Taylora

Funkcje f, ktora jest nieskonczenie wiele razy rézniczkowalna, mozemy rozwinaé
w szereg Taylora wokot punktu zy zgodnie z nastepujacym wzorem:

o f(k)(,
f =3 L)

gdzie f(*)(zy) oznacza k-ta pochodng f w punkcie zy oraz przyjmujemy, ze

f(o)(zo) = f(20)-



Szeregi Taylora dla wybranych funkcji:

n=0
. (_1) 2n+1
Sin z = Z
|
— (2n+1)
— (_1)n 2n
COSz = Z (2”)'
n=0
1 oo
.= nz:;)z .zl <1

2.9 Szereg Laurenta

Szeregiem Laurenta funkcji zespolonej f wokot punktu zg nazywamy nastepu-
jacy szereg potegowy, w ktérym dopuszczamy wyrazy o ujemnym wyktadniku

zmiennej z:
o0

f)= 3 anlz—2)"

n=—oo

Szereg Laurenta jest uogoélnieniem szeregu Taylora.

3 Zadania
Zadanie 1 (16 pkt) Oblicz calki nicoznaczone:
1.
23+ Va2 —1
- dz
VT
2. 5
/ cos J; da
cosz —sinx
3. .
&
—d
/ e2r 41 .
4.
/ 22 sinz dz
5.

/lnxdx



/x7_5dx
22 — 10z 4+ 29

1
—d
/1—tanx o

Zadanie 2 (6 pkt) Oblicz calki oznaczone:

1.
/ (14 cosz)dx
0
2. .
/ sinz - e“®*dx
0
3.

/; [Inz|dz

Zadanie 3 (4 pkt) Oblicz nastepujaca granice:

gdzie |z] - funkcja podlogi

sin = + sin 2% 4 gin 3% 4 - - - + sin 2%
im n n n n

n—00 n

Zadanie 4 (5 pkt) Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi:
'n+1)=n!l, n>0

Wskazowka. Jak rozbié catke na inng catke?

Zadanie 5 (5 pkt) Udowodnij nastepujacy wzér na transformate Laplace’a
funkcji potegowej t*:
oy _ Lla+1)
L) = =

Wskazowka. W jaki sposdb mozna przeksztatcié funkcje podcatkowa?

Zadanie 6 (5 pkt) Wyprowadz wzér na transformate Laplace’a funkcji wy-
ktadnicze;j:

f(t) =e"

Jakie ograniczenia musi spetniaé¢ stata a, aby transformata byta zbiezna?



Zadanie 7 (4 pkt) Korzystajac ze wzoru Eulera, wyprowadz wzor na sin(z)
oraz cos(z) wyrazone jako funkcje zmiennej z € C.

Zadanie 8 (6 pkt) Wyprowadz wzor na transformate Laplace’a funkcji sin(wt)
oraz cos(wt).

Wskazowka. Przydatne moga sie okaza¢ wyniki z dwoch poprzednich zadan, aby
zaoszczedzié troche obliczeni.

Zadanie 9 (6 pkt) Udowodnij nastepujace tozsamosci:

a)

d
— sinhx = cosh z
dx

b)

d
— coshx = sinh z
dx

c)

cosh?x —sinh®z = 1

Zadanie 10 (5 pkt) Pokaz, ze znane przyblizenie liczby m ~ 22 szacuje ja z
nadmiarem, czyli ze:
< 22
T < 22
7
W tym celu skorzystaj z nastepujacej catki:
1,4 4
1 —
/ Jj(if)dx
Wskazowka. Jak spowodowaé, zeby stopienn licznika byl mniejszy niz mianow-
nika?
Zadanie 11 (8 pkt) Znajdz warto$¢ wspotezynnika a_; w rozwinieciu w sze-
reg Laurenta wokot punktu z = zq:

1. ;
p— 77 _O
f(2) A 20
2. inh(2)
sinh(z)e?
f(z): 5 b ZO_O
z
3. () = CoS 2 L~ 9
Z+27 0
4. )
sin z
f(z) = 2 W= 1

Wskazowka. Wykorzystaj szeregi Taylora
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