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Informacje wstepne

Wszystkie zadania s punktowane po 10 pkt. Prosze o doktadne uzasadnienie swoich odpo-
wiedzi i rozwiazan. Rozwiazania nalezy przestaé¢ przez strone internetowa warsztatow. Zeby
zakfalifikowac sie na warsztaty nie trzeba zrobi¢ wszystkich zadan (niektore moga okazaé sie
latwe a inne do$¢ trudne). Zachecam jednak do pomyslenia nad kazdym zadaniem i wysyta-
nia nawet czesciowych rozwigzan /pomystow, za ktore rowniez mozna dostaé¢ punkty.

W razie pytan lub trudnosci zwiazanych z zadaniami zapraszam do kontaktu na maila
pg429427@students.mimuw.edu.pl

Przydatne definicje oraz oznaczenia

Oznaczenie 1. Dia funkcji f : X - X przez f7(x) bedziemy oznaczaé n-krotne ztozenie
funkcji f w punkcie x. tzn.

fr() = fFC(F() )

Definicja 1. Punktem statym funkcji f: X - X nazywamy taki x € X, ze f(x) = .
Definicja 2. Punkt x jest punktem okresowym funkcji f jesli istnieje n € N, taki ze zachodzi
() - w.

Definicja 3. Powiemy, zZe okres podstawowy punktu okresowego x wynosi n jesli
f(z) =z oraz f*(x) #x dla k <n.

Definicja 4. Niech f : X - Y bedzie funkcjq oraz niech A ¢ X. Obrazem zbioru A przy
funkcji f nazywamy zbior f[A], ktory definiujemy jako

JTAl={yeY: 3 f(z) =y} = {f(2):xecA}.

Stwierdzenie 1. (Wlasnosé Darboux)
Jesli f : [a,b] = R jest funkcjq cigglq oraz dla pewnych liczb x,y € [a,b] takich, Ze x© <y
zachodzi

f(x) <e<f(y) albo f(x)>c> f(y)

dla pewnego c € R to istnieje z € (x,y), taki ze f(2) = c.

Zadanie 1. Niech f:[0,1] - [0,1] bedzie dana wzorem f(x) = (z—1)2. Sprowadz f?(z) do

postacs

f2(z) = apa® + ap_ 2+ +ayz + ag

dla pewnego k € N oraz ag,aq,...a, € R.

Zadanie 2. Uzasadnij, ze dla kazdej funkcji ciggtej f:[0,1] — [0, 1] istnieje punkt staty f.
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Zadanie 3. Poda¢ przyktad funkcji ciggtej f:(0,1) = R, ktora nie posiada zZadnego punktu
statego oraz dodatkowo zachodzi f[(0,1)] = (0,1).

Zadanie 4. Podaé przyktad funkcji f:[0,1] - [0, 1], takiej zZe istnieje doktadnie jeden punkt
staty xq € [0,1] oraz dla kazdego x € [0,1] jesli x + xq to f?(x) = x.

Zadanie 5. Niech f:R — R bedzie dana wzorem
f(x)=|2* - 2|+ 22 -2.
Zmajdz wszystkie punkty state funkcji f.

Zadanie 6. Niech f : [0,1] - [0,1] bedzie okreslona wzorem f(z) = max{,2|z - 3[}.
Udowodnij, ze xy = % jest punktem okresowym o okresie podstawowym rownym 5.

Zadanie 7. Niech f(z) = 7. Wyznaczyé dziedzing funkcji g(z) == f3(x) oraz udowodnic,
ze dla kazdego x nalezgcego do dziedziny g zachodzi g(x) = x.

Zadanie 8. Dla funkcji f :[0,3] - [0,3] okreslonej wzorem

r+1, 0<z<2,
f(x)._{x—Z, 2<xr<3

wyznaczyé punkty o okresie podstawowym 2 oraz wszystkie punkty o okresie podstawowym 3.

Zadanie 9. Niech f : R - R bedzie funkcjq ciggta, takg zZe dla kazdego x € R zachodzi
f2(x) = x. Udowodnij, ze funkcja f ma co najmniej jeden punkt staty.

Zadanie 10. Niech f,g:[0,1] - [0,1] beda funkcjami ciggltymi, takimi ze f(0) =0 = g(1)
oraz (1) =1=g(0). Uzasadnij, zZe istnieje taki x € [0,1] dla ktérego zachodzi f(x) = g(x)




