WWW21 Interactive Proofs

Proég

Bede musiat co$ wymysli¢. Warto odsyta¢ rozwiazania czesciowe, zwlaszcza jesli zadanie ma
podpunkty. Wysoce pozadane jest, by odestane rozwiazania zostaty ztozone na komputerze
(np przez ITEX-a). Nie jest to jednak wymagane.

Spis tresdci/lorem ipsum

Na samym konicu znajduje sie dodatek na temat notacji duzego-O. Jesli nie spotkatas/nie
spotkates sie z nig wczesniej, lub w trakcie czytania stwierdzenie ze co$ dziafa w czasie
wielomianowym wzbudzi w Tobie niepokdj spowodowany niezrozumieniem jego znaczenia,
to polecam tam zajrzec.

Jest wysoce prawdopodobne, ze w ktéryms miejscu tego skryptu znajduje si¢ btad. Jesli
uwazasz, ze taki blad znalaztes/znalaztas, to mozesz wysta¢ mi mejlaE]

Problemy decyzyjne

Na zajeciach bedziemy zajmowacé sie problemami decyzyjnymi, to znaczy takimi, na ktére
odpowiedzig jest TAK lub NIE
Przyktady:

e (Czy liczba n jest pierwsza?
e Czy w grafie istnieje cykl Hamiltona?

e Czy najkrotsza Sciezka, pomiedzy wierzchotkami v i v w niewazonym grafie G, ma
dtugosc k?

Czytelnik ma prawo poczué sie w tym momencie zazenowany przyjetymi uproszczeniami.
Znane sg w koncu problemy rozwigzywalne za pomoca komputera, na ktore odpowiedzia
jest co$ wiecej, niz tylko TAK, lub NIE (np Jakq dlugo$é ma nagkrétsza $ciezka pomiedzy
wierzchotkami v i ).

Ograniczenie sie tylko do probleméw decyzyjnych nie jest az tak duZym kitamstwem.
Podobnie jak w przykladzie 3, problemy obliczeniowe (w tym przypakdu Jakg diugosé ma
najkrétsza Sciezka?) daja sie opisywaé przez problemy decyzyjne. Jesli n jest rozmiarem
grafu, to rozwigzanie zadanego problemu obliczeniowego sprowadza si¢ do rozwigzania n
instancji odpowiedniego problemu decyzyjnego, dla kazdej z liczb od 1 do n |

ligor.hanczaruk@gmail.com
2Mozna tez zachowaé sie odrobine madrzej i pytaé o to, czy éciezka ma dlugoéé przynajmniej k. Wtedy
wystarczy logn instancji
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Zadanie 1. Za pomocg problemu decyzyjengo opisz problem obliczeniowy znajdowania roz-
ktadu liczby n na iloczyn liczb pierwszych (tzn. zdefiniuj jakis problem decyzyjny, a nastepnie
opisz jak za jego pomocg mozna rozwigzacé problem rozkladu). Liczba wywolan zdefiniowane-
go przez Ciebie problemu decyzyjnego, w rozwigzaniu problemu obliczeniowego, powinna byé
niewicksza niz (logn)* dla pewnego k € N.

Automaty skonczone

Teraz naszym celem jest wymyslenie matematycznego modelu dla maszyny, ktéra:

e Wezytuje pewien ciag znakow. E| Poniewaz maszyny konczace prace po skonczonym
czasie moga wezytaé tylko skonczenie wiele znakéw, to mozemy ograniczy¢ si¢ do skon-
czonych wejsé

e Scisle wykonuje zadane jej instrukcje, po czym méwi TAK, lub NIE

Rozwazanym do konca tej listy zadan modelem bedzie deterministyczny automat skon-
czony. Jest to maszyna skladajaca sie z

o Tasmy, z ktérej wezytuje znaki.

Alfabetu, czyli zbioru znakoéw ktore potrafi wezytaé

Grafu skierowanego, ktorego krawedzie sa etykietowane znakami.

Doktadnie jednego wyréznionego wierzchotka, nazywanego startowym

Pewnej ilosci (by¢ moze wigkszej niz jeden, byc moze réwnej zero) wyrdznionych
wierzchotkéw, nazywanych akceptujgcyma

Maszyna ta wezytuje wejscie z tasmy znak po znaku i po kazdym przeczytanym znaku
przechodzi odpowiednio zaetykietowang krawedzig. Odpowiedzig jest TAK wtw po wczyta-
niu catego wejscia skonczmy w wierzchotku akceptujacym.

a

% &

3Czytelnik moéglby sie stusznie zastanowié dlaczego ograniczamy sie do probleméw w ktérych wejéciem
jest ciag znakow, skoro w rozwazanych wyzej problemach wejsciem moégl by¢ np graf. Odpowiedz jest prosta:
graf mozna opisa¢ ciggiem znakdéw, tak samo jak ciggiem znakéw mozna np opisaé zadania kwalifikacyjne.
Zreszta w prawdziwym komputerze wszystko jest stowem binarnym
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Powyzej narysowany jest pewien automat dla stéw nad dwuliterowym alfabetem {a, b}.
Wierzchotkiem startowym jest Sy, ponadto jest jeden wierzchotek akceptujacy S,. Przykta-
dowo: dla wejécia aba najpierw przejdziemy do Si, potem do S5, a na koncu wrécimy do
S1. Nie jest to wierzchotek akceptujacy, wiec odpowiedzig bedzie NIE. 7 kolei dla wyjscia
bab najpierw nigdzie nie pdjdziemy (zostaniemy w Sp), potem do Si, potem do S, wiec
odpowiedzig jest TAK.

Ogodlnie o ile niczego nie zepsutem, to powzszy automat rozwiazuje problem Czy stowo
koticzy sie na ab?.

Formalnie méwimy, ze deterministyczny automat skoniczony (DFA) to krotka (X2, Q, 6, qo, F),
gdzie

e Y jest alfabetem.

e () jest zbiorem stanéw (wierzchotkéw grafu)

0 to funkcja @ X ¥ — @), nazywang funkcja przejscia, ktora odpowiada za krawedzie
naszego grafu

qo € @ to stan poczatkowy

F C @ to zbiér standéw akceptujacych

Czytelnik mogtby zauwazy¢, ze w opisie tym pomineliémy tasme. Ale w koncu kazdy
automat ma taka sama.
Zwyczajowo, Sciezke przebiegajaca stowo w nazywa sie przebiegiem na stowie w.

Zadanie 2. Skonstruuj automat opisujecy jezyk nad alfabetem {a,b}, ktéry ma parzystq
liczbe liter a i parzystg liczbe liter b.

Zadanie 3. Skonstruuj automat rozpoznajqcy jezyk tych stow nad alfabetem ¥ = {a,b}, w
ktorych zadne dwa a nie majg miedzy sobqg dokiadnie jednej b.

Zadanie 4. Skonstruuj automat rozpoznajgcy jezyk tych stow nad alfabetem > = {0, 1},
ktore sq zapisem binarnym liczby podzielnej przez 3.

Zadanie 5. Ile co najmniej wierzchotkéow musi mie¢ automat rozpoznajgcy jezyk tych stow
nad alfabetem ¥ = {1}, ktorych dlugosé jest podzielna przez n?

Ograniczenia automatow skonczonych

Okazuje sie, ze nie wszystkie problemy decyzyjne mozna rozwigza¢ za pomoca automatow
skonczonych. Czytelnik mogtby sie na moment zatrzymac i zastanowié¢ nad tym jak powinien
wyglada¢ automat rozpoznajacy stowa, ktére maja tyle samo liter a, co b.
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Problem powinien by¢ intuicyjnie zrozumiaty - automatowi brakuje pamieci na rozstrzy-
ganie ile liter juz przeczytat. W istocie, kazdy automat skonczony mozna zasymulowaé pro-
gramem komputerowym, ktory zuzywa staty ilos¢ pamieci tzn zuzycie pamieci dla dowolnie
duzych danych mozna ograniczy¢ przez stata.

Ponizsze zadanie, jak i dalsza czesé tego rozdziatu, sktadaja sie z rozwazan (momentami
niescistych) na temat tego jak przyjety model obliczen ma sie do prawdziwych programéw
komputerowych. Jedli nie interesuje Ci¢ informatyka, mozesz to pominaé¢. Na zajeciach bedzie
mniej o komputerach.

Zadanie 6. Udowodnij powyziszq obserwacje. Tzn: dla danego automatu, napisz jakis opis
programu (moze byé to jakis istniejgcy lub nieistniejacy jezyk programowania, lista krokow,
schemat blokowy, cokolwiek), ktory na wejsciu przyjmuge stowo, a na wyjsciu wypisuje TAK,
lub NIE, w zaleznosci od tego, czy stowo to jest akceptowane przez automat. Zatloz, ze stowo
wejsciowe jest wezytywane z innego nosnika i samo z siebie (no, dopdki sie go nie wezyta),
nie zuiywa zadnej pamieci. [ Konkretny automat jest czeiciq specyfikacji zadania, mozesz
wiec reprezentowac go w komputerze w wygodny dla Ciebie sposob. Przykladowo, w C++
mozna zrobic¢

const int ALPHABET_SIZE = 3;
const int STATES = 1000;
int to[STATES] [ALPHABET_SIZE];

Uzyte state sq zupelnie przypadkowe. Tablica to przechowuje informacje o krawedziach
(tofv][c] - do jakiego stanu przejsé, jesli bedgc w stanie v wezytaliSmy znak c.

Zachodzi réwniez odwrotnos$é powyzszej zaleznosci. Jesli jaki§ problem mozna rozwigzaéc
programem komputerowym w skoniczonej pamieci, to da si¢ tez automatem skonczonym.
Zeby to udowodnié, nalezy wzigé dowolny taki program i skonstruowaé automat skonczony,
ktory bedzie zwracal takie same wyniki.

W tym momencie wygodnie bedzie pozby¢ sie abstrakcji i popatrze¢ na pamie¢ komputera
jak na tablice zer i jedynek (tym w istocie pamie¢ komputera jest). Poniewaz zuzycie pamieci
jest state, to istnieje taki indeks n w tej tablicy, ze dla dowolnych danych nasz program
zmienia tylko wartoéci na indeksach od 1 do nf| Ale to znaczy, ze wszystkich mozliwych
ustawien tej tablicy jest 2" - tez skonczenie wiele. Ponadto, to jak zachowuje sie program
zalezy wylacznie od tego co ma wpisane w pamigci. Mozna wiec skonstruowa¢ automat o 2"
stanach, z ktorych to kazdy reprezentuje jakies ustawienie pamieci. Przejscia pomiedzy nimi
beda odpowiadaé¢ przejéciom pomiedzy ustawieniami pamieci. Stany akceptujace to takie
ustawienia pamieci, w ktorych program wypisuje TAK.

4Scista definicja zuzycia pamieci pojawi sie na zajeciach, po wprowadzeniu maszyny turinga
5Czytelnik moze nie czué sie przekonany. Stusznie, w koncu nie zdefiniowaliémy $éciéle zuzycia pamieci
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Lemat o pompowaniu

Pozostaje pytanie w jaki sposéb przekonaé sie, ze rzeczywiscie w stalej pamieci nie da sie
stwierdzi¢, czy w stowie wystepuje tyle samo liter a, co b. Istnieje bardzo por¢czny lemat o
pompowaniu, o ktérym mozna poczytaé na wikipedii: link (koniecznie z dowodem). Krétki
glosariusz:

e Jezyk regularny to taki, ktéry da sie opisa¢ automatem skonczonym
e >* to zbidr wszystkich stow nad alfabetem X
e 2y to sklejenie dwoch stow, * to sklejenie k razy stowa .

Na wikipedii jest tez dowdd nieregularnosci jezyka {a™b"}, czyli sktadajacego sie z takich
stow, w ktorych jest tyle samo liter a i b, oraz wszystkie litery a wystepuja przed wszystkimi
literami b.

Zadanie 7. Udowodnij, Ze jezyk palidroméw nad alfabetem 3 = {a,b} nie jest jezykiem
reqularnym.

Zadanie 8. Czy istnieje automat rozpoznajgcy jezyk tych stow nad alfabetem ¥ = {a,b, c},
w ktorych na parzystych pozycjach jest wiecej liter a niz b?

Niedeterminizm

Niedeterministyczny automat skonczony (NFA) r6zni sie od DFA tym, ze

e W DFA z wierzchotka musi wyjs¢ doktadnie jedna krawedz na kazda litere alfabetu.
W NFA moze by¢ tak, ze z wierzchotka wychodzi wiele krawedzi z tg sama etykieta,
lub ze nie ma w ogdle krawedzi z jakas etykieta

e Moze by¢ wiele stanéw poczatkowych

Formalnie, zamiast jednego stanu gy € ), mamy zbiér stanéw Qg C @, oraz 6 C () X X X )
nie musi by¢ funkcja, moze by¢ dowolng relacja.

a

— 53 a

Stowa o dtugosci podzielnej prez 2 lub 3 Stowa o dtugosci niepodzielnej przez 6

Powyzej narysowane sg przyktady NFA. Tutaj méwimy, ze automat akceptuje stowo, je-
sli istnieje w nim przebieg na tym stowie, ktory zaczyna si¢ w jakim$ stanie poczatkowym
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i konczy sie w jakim$ stanie akceptujagcym. Mogloby sie wydawacé, ze to duza réznica. DFA
w naturalny sposob reprezentowalo obliczenia komputerowe, w przypadku NFA na pierw-
szy rzut oka analogie moga by¢ niewidoczne. Okazuje sie jednak, co jest trescig zadania z
gwiazdka, ze dla dowolnego NFA, mozna skonstruowa¢ DFA, ktore akcpetuje doktadnie te
same stowa. Jest natomiast prawda, ze automaty niedeterministyczne moga by¢ mniejsze niz
odpowiadajace im automaty skonczone, co pokazuje drugi przyktad.

Zadanie 9. (z gwiazdkq) udowodnij, Ze NFA potrafig rozpoznawad tylko jezyki reqularne

W ponizszym zadaniu mozna skorzysta¢ z tresci zadania z gwiazdka, nawet jesli sie go
nie zrobito.

Zadanie 10. Niech L bedzie jezykiem, a LT bedzie jezykiem odwréconych stéw z L (np
odwrécenie abc, to cba). Pokaz, Ze jesli L jest reqularny, to LT tez jest reqularny.

Reszta zadan

Zadanie 11. Pokaz, ze jesli jezyki Ly i Lo (nad tym samym alfabetem) sq reqularne, to
reqularny jest tez jezyk Ly N Ly (stow ktdre sq zaréwno w Ly, jak i w Ls).

Zadanie 12. Czy istniejg dwa jezyki, ktore nie sq¢ reqularne, a ktorych przeciecie jest regu-
larne?

Dodatek: Notacja duze O

Badajac czas dziatania jakiegos programu, badZ jego zuzycie pamieci, na ogot nie beda
interesowa¢ nas doktadnie wartosci, a raczej tempo ich wzrostu. Przydatna jest tu notacja
duze-O. Jesli nie wiesz czym jest notacja duze-O, to poczytaj o niej w internecie. Mozesz tez
przeczytaé¢ ponizsza notatke. W razie probleméw, mozesz napisa¢ do mnie maila.

Zatézmy, ze f i g to funkcje N — R*. Powiemy, ze f = O(g)f} gdy istnieja takie stale ng
ic>0,zedla wszystkich n > ng, f(n) < cg(n). To znaczy, ze dla duzych n, funkcja f rosnie
co najwyzej tak samo szybko, jak g (z dokladnoscia do stalej). Odwrotna rzecza jest duze-€2.
Powiemy, ze f = Q(g), gdy f rosnie co najmniej tak samo szybko, jak g. Jesli obie zaleznosci
zachodza, to méwimy, ze f rosnie tak samo szybko jak g, co oznaczamy przez f = O(g).

Mozna zauwazy¢, ze

apn® + ap_ 0t 4 4 ap = O(n")

Wiemy, ze jesli i > j, to (dziatajac w liczbach naturalnych) z¢ > 7. To znaczy, ze apn® +
ap_1nF 1+ 4+ ag < max{a; tkn®, skad wynika relacja duze-O. Relacja duze-Q wynika stad,
ze apn® + ap_1nF N+ .+ ap = apnt.

6Lepszym oznaczeniem byloby f € O(g), ale tak juz sie przyjeto
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Niech T'(n) bedzie funkcja okreslajaca czas dziatania jakiegos algorytmu, w zaleznosci od
wielkosci wprowadzonych danych. Powiemy, ze algorytm ten dziala w czasie wielomianowym,
jesli T(n) = O(n*), dla pewnego k € N.

Zachodza rowniez nastepujace zaleznosci:

o limn%<oo — f=0(g)

o lim, £ >0 — f=10(g)
Skad wynika rowniez
. 0<limn%<oo — [ =0(g)

Odwrotne implikacje jednak nie zachodza, bo granice te wcale nie musza istnieé¢ (np ciag
a, =2+ (=1)" jest O(1), ale lim,, a,, nie istnieje). Ogdlniej mozna zapisaé

L EIc>0,novn>no% < C <= f = O(g)

g

o EIc>0,novn>no% > Cc &= f = Q(g)

Zadania z tej sekcji nie sa bardzo wazne. W obu zadaniach przyjmuje a,b € R

Zadanie 13. Wykazaé, zZe dla dowolnych a,b > 1, log,(n) = ©(log,(n))

Zadanie 14. a) Wykazaé, Ze jeslia > b > 1, to b" = O(a™), ale nie b = Q(a™).
b) Wywnioskowaé stqd, ze jesli dla pewnej liczby ng € N, wszystkich n > ny i pewnej stalej

c, % <c<1, to2/™ =0(29M)), ale nie 2/ = Q(29))).

c) Wywnioskowaé sted w jakich relacjach sq funkcje (logn)™, oraz nlognﬂ

"Wskazéwka: nloglogn = O(nlog®n), ale nie nloglogn = Q(nlog®n). Wskazéwki nie trzeba udowad-
niad.
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