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Przed zadaniami beda przedstawione definicje i wlasnosci przydatne do ich rozwigzania, jest ich duzo, ale
wiekszo$¢ z nich powinna juz by¢ znana. Niektore z definicji sg uproszczone na potrzeby zadan i zostana
rozwiniete na zajeciach.

Rozwiazania mozna wysyla¢ w dowolnej formie tak dlugo jak sa czytelne.

Nie trzeba rozwiazaé¢ wszystkich zadan, jednakze polecam spréobowaé rozwiazaé¢ wszystkie i skontaktowaé sie
w razie probleméw.

W razie jakichkolwiek pytan zachecam do kontaktu, poprzez érodki na stronie warztatéow.

Definicje do zadan

Formula zdaniowa sklada si¢ z:
e zmiennych zdaniowych p, q,r..., reprezentujacych zdania proste, ktére maja wartos¢ 0 lub 1
e spdjnikéw logicznych V, A\, -, —, <—>
e symboli dodatkowych (,),[,], ...,

Tautologia (prawo logiczne) to formula, ktéra jest spelniona dla dowolnego warto$ciowania zmiennych
zdaniowych. Przykladami tautologi sa:

e Prawo podwdjnego przeczenia: p <= —(—p)

e Prawo wylaczonego érodka: p V —p

e Prawo przemiennoéci: pV q<= qVp

e Idempotentno$é: p Ap < p

e Rozdzielno$é koniunkcji wzgledem alternatywy: p A (¢Vr) <= (pAq)V (pAT)
e Podobnie jest rozdielnos¢ alternatywy wzgledem koniunkcji

e Prawa de Morgana:

- =(pVq) = (-pA—q)
- =(pANq) = (-pV ~q)

e Tmplikacja: (p = q) < (-pV q)

e Kontrapozycja: (p = q) <= (—q = —p)



Funkcja zdaniowa nazywamy wyrazenie ¢(x1, xa, ..., ), ktéra staje sie zdaniem po podstawieniu wartosci
pod z1,2xa, ..., 2,

Wykresem funkcji zdaniowej nazywamy zbiér zmiennych, dla ktorych zdanie jest prawdziwe. Wykres
funkeji zdaniowej ¢ oznacza si¢ jako S(¢). Jesli w zdaniu wystepuja kwantyfikatory to zmiennych kwantyfi-
kowanych sie nie pisze w wykresie.

Kwantyfikowana funckjg zdaniowag nazywamy, funkcje zdaniowa, w ktorej do ”podstawienia” pod co
najmniej 1. zmienng uzywamy kwantyfikatoréw.
o Kwantyfikator ogélny V, dla kazdego
e Kwantyfikator szczegbélowy 3, istnieje
Prawa rachunku funkcyjnego:
e Prawo Egzemplifikacji: V,, : ¢(x) = 3, : ¢(x)
e Prawa de Morgana:
— 2(3z: P(x)) <=V, : —¢(x)
- _'(vx : ¢($)) <~ dg: —'¢>(~"U)
e Prawo przestawiania kwantyfikatoréw:
— Vo1Vt d(x,y) <=V, 1 Yy o2, )
— 33y d(x,y) = Ty : o o(z,y)
- Ha: v’g . ¢(x,y) :>VU : ElLE . ¢(Z‘,y)

W tym prawie kwantyfikator mozna zastapi¢ kwantyfikatorem ogdlnym, a koniunkcje alternatywa Vv, :

(¢(z) ANY) = (Vo : §(x)) A

Prawa rozdzielnosci kwantyfkatorow:

= Vo 1 (o) Nh(2)) <= [(Vadp(2)) A (Vatp(2))]

= (Va1 0(2) V (Vo : ¥(2))] = Vo : (0(2) V U())
= 3o 1 (0(2) V(2) <= [(Fa0(2)) V (3t (2))]
= 3o (¢(2) Ap(2) = [(Bad(2)) A (Bt (2))]

Prawo rodzielnosci kwantyfikatora ogdlnego wzgledem implikacji:
Vo (¢(z) = (x) = [(Vo : ¢(x)) = (Vo : (2))]

Zbiér - Bedziemy uzywaé aksjomatycznej definicji zbioréw, jest ona w wigkszosci doé¢ intuicyjna, jak ktos
chce przeczytaé¢ wiecej o aksjomatach mozna to zrobi¢ w rozdziale 4. materialéw na stronie warsztatéw.

Inkluzja: Méwimy, ze zbidr A zawiera sie w zbiorze B (A C B) wtw., gdy: V,(x € A=z € B)
Istotne zawieranie: AC B<—= ACBANA#B

Suma: AUB={x:2€ AV zecB}

Noczyn: AN B={z:x€ AAz€ B}

Réznica: AB={z:2€ ANz ¢ B}

Réznica symetryczna: A+ B ={z:xz € A\B V B\A}

Kilka praw dziatan na zbiorach:



Prawa de Morgana - do udowodnienia w zadaniach:

~ A\(B U 0) = (A\B) N (4\C)
~ A\(B N 0) = (A\B) U (4\C)

e Rozdzielno$é sumy(iloczynu) wzgledem iloczynu(sumy) - do udowodnienia w zadaniach:

—AN(BUC)=(ANB)U (AN C)
—AUBNC)=(AUB)N (AUC)

e A= B=(AUB)\(AN B)
e A-B=(<— A=B

Rodziny zbioréw sg zbiorami zbiorow i oznacza sie je literami A, B, ...
Suma zbioréw rodziny: |JA = {z: Jaca:z € A}
Tloczyn zbioréw rodziny: (A = {2z :Vaca:z € A}

Zadanie 1 — 4 pkt.

Znajdz wszystkie warto$ciowania zmiennych zdaniowych dla, ktérych podane formuly sg prawdziwe

—_

(p=a)=(@g=pAT)

2. [(pva)A(gVvr) = -

3. (lp=a)=p=0p

4 [(pA-q)VrViEAlp= (gA-(r Vi)

Zadanie 2 — 4 pkt.

Udowodni¢ 4 wybrane tautologie sposréd tych przedstawionych na poczatku rozdzialu z definicjami.

Zadanie 3 — 6 pkt.

Znalez¢ wykresy nastepujacych funkcji zdaniowych, dla z,y, z € R:
1. Vp:a?2 >y

gt +y?=9

y 22+ y* =9

sy iyt =2

A o

3
N
e Vy:ix-y>z
N
\

w13y T Y =2

Zadanie 4 — 4 pkt.

Sprawdzié czy podane formuly sa tautologiami:
L Vo : (6(z) Vip(2)] = [(Va : ¢(2)) V (Ve 2 ()]
2. [3e: (¢(2) = ()] = [(Fe : ¢(2)) = (3o : Y (2))]



Zadanie 5 — 6 pkt.

Udowodnij 4 Prawa rodzielnosci kwantyfikatoréw oraz tam gdzie sa implikacje pokaz, ze nie zachodza w
druga strone.

Zadanie 6 — 9 pkt.

Korzystajac z definicji operatoréw zbiorowych, udowodnij, ze dla dowolnych zbioréw A, B, C' zachodza réw-
nosci:

1. AUB)UC=AU (BUZOQO)

2. AuBNC)=(AUB)N(AuUC)
3. A\(A\B)=AnN B

4. A\(B U C) = (A\B) N (A\O)

5. A\(B N C) = (A\B) U (A\C)

6. AN(B+C)=(ANB)+ (AN O)

Zadanie 7 — 4 pkt.

Za pomoca indukcji matematycznej pokaz, ze ponizsze stwierdzenia sa prawdziwe dale n > 1

1. 12 422 4+ 32 .. 4 n? = 2ntlCntl)

21-11+2- 21+ 4+n-nl=mn+1)!-1



