Rozumowanie Bayesowskie

Michat Burzynski

Celem tych zadan jest zachecenie Was do ogarniecia podstaw rachunku prawdopodobienstwa — tematu,
ktory odegra duzg role na warsztatach. Na poczatku spotkania przedstawie najwazniejsze definicje 1 wiasnosci,
ktore warto zna¢, ale samodzielne rozwigzanie zadan pomoze Wam ztapaé odpowiednig intuicje. Zeby dostaé
sie na warsztaty, nie trzeba rozwiazaé wszystkich zadan — cho¢ im wiecej, tym lepiej! :)

W razie pytan, sugestii czy innych spraw, Smialo piszcie na maila: michal28burzynski@gmail.com

1 Intro

Pytanie 1.1 (2 pkt). Napisz co$ o sobie, np. dlaczego akurat te zajecia, czy miates/tas juz jakis kontakt z
rachunkiem prawdopodobienistwa itd.

2 Podstawy rachunku prawdopodobieiistwa

Definicja 2.1. Niech 2 bedzie dowolnym zbiorem niepustym, a F C 2 pewnym o-cialem. Pare (€2, F)
nazywamy przestrzenig mierzalna.

Na obecng chwile nie potrzebujemy wiedzie¢ co oznacza o-cialo. Wystarczy tylko intuicja, ze dla kazdego
podzbioru A C Q do F nalezg zbiory zwiazane z A (tzn. dopelnienie, suma dwoch zbioréw, czesé wspodlna
itd.).

Definicja 2.2. Niech (€, F) bedzie przestrzenia mierzalna, wtedy P : F — R jest miarg probabilistyczna gdy:

1. Vaer0<P(4) <1
2. P(A) =1
3. jesli Ay, Ay, ..., € F sa parami roztaczne to P(U,—; An) = >0 P(A4,)

n=1

Zadanie 2.3 (3 pkt). Niech A, B C Q. Wykaz nastepujace wtasnosci:

(a) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
(b) Jesli A C B to P(A) < P(B)

(c) P(AU B) < P(A) + P(B)

(d) Jesli A C B to P(B — A) = P(B) — P(A)

Definicja 2.4. Niech A,B € Q i P(B) > 0, wtedy prawdopodobieristwo warunkowe zdarzenia A pod
warunkiem zajscia zdarzenia B oznaczamy przez P(A | B) zdefiniowane jako:

P(ANB)

P(A|B)= ——~—
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Intuicyjnie mozemy mysle¢ o prawdopodobienistwie warunkowym jako o "ograniczeniu"calej przestrzeni
mozliwych zdarzeri 2 do B a nastepnie "przeskalowaniu"prawdopodobienstwa by spelnialo wymagane
zalozenia.

Zadanie 2.5 (1 pkt). Niech A, B € Q i niech P(B) > 0. Wykaz, ze P(AN B) =P(A | B)P(B)

Zadanie 2.6 (2 pkt). Niech Ay, Ay, ..., A, C Q bedzie podzialem Q (tzn. V;2;A;NA; = 0 oraz | J;_, Ax = Q).
Wykaz, ze dla dowolnego B C ) zachodzi:

B(B) = 3 B(B| AP(AL)
k=1

Zadanie 2.7 (1 pkt). Niech A;, As, B € Q beda takimi zdarzeniami, ze P(A;) = P(As) oraz A; implikuje B
i As implikuje B. Wykaz, ze

P(Ay | B) = P(As | B)
Definicja 2.8. Niech A, B € Q. Powiemy, ze zdarzenia A i B sa niezalezne jesli P(AN B) = P(A)P(B). Jesli
P(A) > 0iP(B) > 0 to jest to rownowazne P(A | B) = P(A).

Uwaga: niezalezno$é¢ zdarzen A i B oraz ich rozltacznosé to zupetnie co innego! Zdarzenia A i B sa roztaczne
wtedy i tylko wtedy gdy P(ANB) =0

Intuicyjnie o niezalezno$ci zdarzenn A i B mozemy mysle¢ w kontekscie informacji jakie otrzymamy gdy zajdzie
jedno z nich, np. B. Skoro P(A | B) = P(A) to widzimy, ze zajscie zdarzenia B nie wplynelo w zaden sposob
na prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A (wiec te zdarzenia sa "niezalezne").

Zadanie 2.9 (2 pkt). Niech A, B € Q beda niezaleznymi zdarzeniami. Wykaz, ze A i B¢ sa niezalezne, A€ i
B sa niezalezne, oraz A° 1 B¢ s niezalezne, gdzie A° = 1/ A to dopelnienie zdarzenia A.

Zadanie 2.10 (2 pkt). Niech A, B € ) takie, ze P(B) > 0. Wykaz, ze:

(a) Jesli P(A) =0to P(A | B) =0.
(b) JesliP(A) =1toP(A| B)=1.

3 Zadania z trescia

Celem tych zadan jest nauczenie sie, jak przektadaé informacje z tekstu na jezyk rachunku prawdopodobienstwa
— na przyklad umiejetnosé rozrozniania sytuacji, w ktérych méwimy o prawdopodobieiistwie warunkowym, a
kiedy nie.

Zadanie 3.1 (2 pkt). Ostatnio naukowcy odkryli nowa chorobe X, na ktora choruje doktadnie 1% populacji.
Przestraszony ta informacja kupites w najblizszym sklepie test na X, ktéry wedtug producenta ma “czutos¢”
99% (formalniej P(test dodatni | chorujesz na X) = 0.99) oraz “swoistos¢” 5% (formalniej P(test ujemny |
nie chorujesz na X) = 0.05). Po powrocie do domu, zbadales sie i okazalo sie, ze test wyszedl dodatni. Majac
te informacje:

(a) Bez liczenia czegokolwiek, okresl prawdopodobienstwo, ze jeste§ chory na X (po prostu napisz co
podpowiada intuicja np. "co$ koto 65-75%").

(b) Policz prawdopodobienstwo tego, ze jestes chory na X, wiedzac, ze test wyszedl dodatni.

Czy wynik zaskakuje? Z czego moze wynika¢ réznica miedzy odpowiedziami w obu podpunktach?
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Zadanie 3.2 (1 pkt). Pewnego dnia spotykasz rodzica, ktory mowi ci, ze ma dwojke dzieci i co najmniej
jedno z tych dzieci jest chtopcem. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze drugie dziecko to dziewczynka?

Zadanie 3.3 (1 pkt). Doktadnie 80% maili, ktore dostaje to spam. Wérod maili ze spamu, doktadnie 10%
zawiera zwrot "darmowe pieniadze", natomiast wsrod pozostalych maili zwrot ten wystepuje tylko w 1%.
Wtasnie dostatem nowego maila, ktory zawiera zwrot "darmowe pieniadze". Jakie jest prawdopodobienistwo,
ze jest to spam?

Zadanie 3.4 (2 pkt). W pudetku znajduje sie jeden cukierek, ktory jest niebieski lub zielony z rownym
prawdopodobieristwem. Do pudetka dorzucamy zielony cukierek, a nastepnie wyciagamy z pudetka jeden z
cukierkow (losowo, z rownym prawdopodobienstwem). Okazalo sie, ze cukierek, ktory wyciagneliémy jest
zielony. Jakie jest prawdopodobienistwo, ze drugi cukierek réwniez jest zielony?

Zadanie 3.5 (4 pkt). Dwoch przyjaciot, Jacek i Placek, znalazto monete. Jeden z nich podrzucit ja 92 razy i
za kazdym razem wypadl orzel co spowodowalo ktotnie:

Jacek: Taki wynik bylby strasznie nieprawdopodobny z uczciwa moneta (gdzie prawdopodobieristwo orta i
reszki jest rowne), wiec moneta musi byé wazona.

Placek: To prawda, ze wynik 92 ortéw pod rzad jest bardzo malo prawdopodobny, szansa na to wynosi
Q—éz ~ 210728 w przypadku uczciwej monety. Nie mniej jednak kazdy inny wynik 92 rzutéw moneta jest
réwnie nieprawdopodobny i ma dokladnie takie samo prawdopodobienistwo. Jedynym powodem, dla ktérego
to zdarzenie jest tak malo prawdopodobne jest to, ze liczba zdarzeri jest ogromna (mozliwych zdarzen jest
292) ) wiec kazde mozliwe zdarzenie bytoby mato prawdopodobne. Réwnie dobrze mogtbys uzyé takiego samego
argumentu nie patrzac na wynik rzutéw co oznacza, ze nie masz zadnych dowodéw na to, ze moneta nie jest
uczciwa.

Ktory z nich ma racje? Czy ktorykolwiek z nich ma racje? Uzasadnij dlaczego tak myslisz.
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