Warsztaty "dx, ale czym wlasciwie jest d?"
Zadania Kwalifikacyjne

26 kwietnia 2025

Wprowadzenie

Ponizsze zadania maja na celu sprawdzenie podstawowych umiejetnosci matematycznych, ktore
beda przydatne podczas warsztatow "dx, ale czym wtasciwie jest d?". Przygotowane sa one z
mysla o kandydatach na réznych poziomach zaawansowania matematycznego, dlatego tez zada-
nia posortowano w kolejnosci rosnacego poziomu trudnosci! Nie przejmuj sie, jesli nie potrafisz
rozwiazaé ich wszystkich — wyslij tyle, ile potrafisz! Jest to tez dla mnie informacja zwrotna,
zebym mogt dopasowaé¢ poziom kursu do uczestnikow. Prosze o przedstawianie toku swojego
rozumowania. Niektore zadania zawieraja wskazowki, ktore moga okazaé sie pomocne. Powo-
dzenia!

Zadania

1. Calkowanie

Oblicz nastepujace catki:

a) Calka nieoznaczona z wielomianu:
/(3x4 —b52? + 21— T)dx

b) Prosta catka oznaczona:
/2
/ (2x + sin(z)) dx
0

c¢) Calka nieoznaczona z funkcji wykladniczej i utamkowej:
2x 1
(4e** + —)dx (dla z > 0)
x
d) Calka oznaczona wymagajaca podstawienia:

1
/ V1 4+ x2dx
0

e) Calka nieoznaczona wymagajaca catkowania przez czesci:

/x cos(x) dx
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2. Rozniczkowanie

Oblicz pochodne nastepujacych funkcji f(x) wzgledem zmiennej x:

a) Pochodna wielomianu:

1
f(x) = ga:g — 72 V2

b) Pochodna iloczynu:
f(z) =2*In(x) (dla x> 0)

c¢) Pochodna ilorazu:

_ sin(z)
f(@) 2 +1

d) Pochodna funkcji ztozonej:
flz) = et

e) Pochodna funkcji ztozonej z funkcja trygonometryczna:
f(z) = tan(3z* — 5)

3. Wektory w R?

Dane sg dwa wektory w przestrzeni trojwymiarowej R3:

a=|[1,-2,3] oraz b=10,4,1]

Oblicz

a) lloczyn skalarny wektorow: a - b

b) Ioczyn wektorowy wektoréw: a x b

¢) Dlugosé (modut) wektora a: ||a|| oraz wektora b: ||bl]

d) Wersor (wektor jednostkowy) w kierunku wektora a. Oznaczmy go a.

e) Kat 6 pomiedzy wektorami a i b. Wynik podaj jako cos(f). (Wskazowka: Skorzystaj z

definicji iloczynu skalarnego: a - b = ||al|||b]| cos(9))
f) Rzut wektora b na wektor a. Oznaczmy go proj,b. (Wskazowka: proj,b = ﬁa)

g) Pole rownolegloboku rozpietego na wektorach a i b. (Wskazowka: Pole to jest rowne
dhugosci iloczynu wektorowego: ||a x b||)

4. Prawo Gaussa - Podstawy Wyobrazmy sobie tadunek punktowy () umieszczony w cen-
trum uktadu wspotrzednych. Wytwarza on wokoét siebie pole elektryczne E. Prawo Gaussa
moéwi nam, jak obliczy¢ "catkowity strumien"tego pola przechodzacy przez zamknietq po-

wierzchnie S:
S o

gdzie Qe to caltkowity tadunek znajdujacy sie wewnatrz tej powierzchni.

Gdzie szukaé wiecej informacji? Jesli chcesz lepiej zrozumieé¢ Prawo Gaussa, jego zna-
czenie i zastosowania, polecamy zajrze¢ do:

e Standardowych podrecznikéw do fizyki, np. "Podstawy Fizyki"autorstwa Hallidaya,
Resnicka i Walkera (szczegolnie rozdzialy dotyczace elektrostatyki).
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e Materialow online, takich jak:

— Kursy fizyki na platformie Khan Academy (https://pl.khanacademy.org/science/
physics).

— Strona HyperPhysics (http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/hph.html)
- bogate zrédto skondensowanych informacji z fizyki (w jezyku angielskim).

— Wyktady i materialy udostepniane przez uczelnie wyzsze (np. MIT OpenCourse-
Ware, strony wydzialow fizyki polskich uniwersytetow).

e Poszukania wizualizacji i symulacji Prawa Gaussa w internecie, ktére moga pomoc w
intuicyjnym zrozumieniu koncepcji strumienia pola elektrycznego.

Rozwazmy dwie wyobrazone sfery Sy i Sy 0 Srodku w tym samym punkcie, w ktorym znajduje
sie nasz tadunek (). Niech sfera §; ma promienn R, a sfera Sy ma promienn Ry, przy czym

Ry > R;.

Twoje zadanie: Wyjasnij, dlaczego catkowity strumien pola elektrycznego E przez po-
wierzchnie sfery S; jest taki sam jak strumien przez powierzchnie sfery S,.

Wskazowki:

e Nie musisz oblicza¢ zadnych skomplikowanych calek! Kluczem jest zrozumienie i zasto-
sowanie podanego wzoru.

e Zastanow sie, jaki jest catkowity tadunek Q., wewnatrz sfery S; oraz wewnatrz sfery
Ss. Czy cos sie zmienilo?

o Jak wartos¢ Quew Wplywa na warto$é strumienia zgodnie z Prawem Gaussa?
Napisz swoje wyjasnienie w kilku zdaniach.

. Zadanie Koncepcyjne: Prawo Gaussa, Przewodniki i Ladunki Indukowane

Rozwazmy nastepujacy uklad: W centrum znajduje sie tadunek punktowy +@). Otacza go
gruba, przewodzaca, sferyczna powloka, ktora jest elektrycznie neutralna. Wewnetrzny
promien powtoki wynosi Ry, a zewnetrzny Ry (gdzie Ry > R;). Uktad znajduje sie w stanie
rownowagi elektrostatycznej.

Odpowiedz na ponizsze pytania, uzasadniajac swoje odpowiedzi w oparciu o Prawo Gaussa
i wladciwosci przewodnikow w elektrostatyce.

a) Jaki tadunek (;nq1 indukuje si¢ na wewnetrznej powierzchni powloki przewodzace;
(przy r = Ry)? Wyjasnij dlaczego. (Wskazowka: Jakie jest pole E wewnatrz materiatu
przewodnika w rownowadze? Rozwaz sferyczna powierzchnie Gaussa S o promieniu Ry <
r < Ry. Jaki musi by¢ Qe wewnatrz S7)

b) Jaki tadunek Q42 indukuje sie na zewnetrznej powierzchni powloki przewodzacej (przy
r = Ry)? Wyjasnij skad ta wartos¢. (Wskazowka: Cala powloka byta poczatkowo neu-
tralna. Jaka jest suma Qina1 + Qind2?)

c¢) Oblicz catkowity strumien pola ®¢ = fSC E - dA przez sferyczng powierzchnie Gaussa S¢
o promieniu r > Ry. Wynik wyraz za pomoca @ i g9. (Wskazowka: Jaki jest calkowity
Qwew WeWD@tI‘Z SC? UWZngdnl.] +Q7 Qind,l 1 Qz’nd,l)

d) Jak zmienilby sie strumienn ®¢, gdyby powloka przewodzaca nie byla sfera, ale miata
nieregularny ksztalt, nadal otaczajac +@ i pozostajac neutralna? Uzasadnij.


https://pl.khanacademy.org/science/physics
https://pl.khanacademy.org/science/physics
http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/hph.html

e) (Trudniejsze) Jak zmienitoby sie pole E na zewnatrz powloki (dla r > R,), gdyby
tadunek +@Q zostal przesuniety z centrum, ale pozostal wewnatrz wneki (r < Rp)?
Czy strumien ®¢ by sie zmienil? Uzasadnij. (Wskazowka: Pomysl o ekranowaniu elek-
trostatycznym. Czy rozklad tadunku ;42 na zewnetrznej powierzchni "wie'"o potozeniu
tadunku wewnatrz wneki?)



