Opowiesci statystyczne

Pawet Czyz

Zadania w formie interaktywnego zeszytu ¢wiczen dostepne sa pod tym adresem.

Zadania mozna wysylaé przez portal w nastepujacym formacie:

e (Opcja rekomendowana) Wszystkie zadania mozna wykona¢ w interaktywnym zeszycie
¢wiczen. Rozwigzania mozna wéwczas wydrukowaé do pliku PDF (“Plik” oraz “Drukuj”
lub skrét klawiszowy “Ctrl + P”).

o (Opcja mniej polecana) PDF powstaly z wydrukowania zadania trzeciego, jak opisano
powyzej, oraz rozwiazan pozostalych zadan (np. napisanych w LaTeXu, Markdown
lub zeskanowanych rozwiazan napisanych czytelnie na kartce). Chociaz zachecam do
my$lenia nad zadaniami przy kartce papieru (zamiast komputera), konicowe rozwiazania
warto przepisaé do LaTeXa lub Markdown, by wyeliminowaé¢ mozliwoé¢ tego, ze nie dam
rady przeczytaé¢ innego stylu pisma niz swdj wlasny.

Zadanie 1: Trzy pytania do Andrzeja [10 punktéw]

Andrzej zostal wezwany do tablicy, gdzie dostanie trzy pytania z rachunku praw-
dopodobienstwa. Na kazde z nich moze odpowiedzie¢ poprawnie (co oznaczamy jako
X,, = 1 dla pytania numer n) lub niepoprawnie (czyli X, = 0).

Na pierwsze pytanie Andrzej odpowie poprawnie z prawdopodobienstwem s = 0.8, co zapisu-
jemy jako
P(X, = z;) = Bernoulli(z, | s) = s%1(1 —s)* %1, 1z, €{0,1}.

Odpowiedz Andrzeja na drugie pytanie zalezy od tego, jak poszto mu w pierwszym pytaniu.
Zachodzi:

P(Xy =2y | Xy =2;) =wllzy =x,] + (1 — w) Bernoulli(z, | s),

gdzie w = 0.6, a funkcja 1[¢] przyjmuje wartosé 1 gdy wyrazenie ¢ jest prawdziwe oraz wartosé
0 gdy wyrazenie ¢ jest falszywe.


https://colab.research.google.com/drive/1QZ-5R0Z3kbPT_col-BnsOuMWsxNSyIGe

Innymi slowy, z prawdopodobienstwem w Andrzej udzieli odpowiedzi tak samo poprawnej
jak na pierwsze pytanie. Natomiast jest tez mozliwo$¢ (z prawdopodobienstwem 1 — w), ze
podejdzie do drugiego pytania na chtodno i odpowie na nie poprawnie z prawdopodobienstwem
s.

Odpowiedz Andrzeja na trzecie pytanie zalezy od tego jak odpowiedzial na drugie pytanie.
Natomiast, nie zalezy bezposrednio od tego jak sobie poradzit w pytaniu pierwszym:

P<X3:$3‘X2:5U2aX1:931):P(X3:$3|X2:$2)

= wl[zrs = 25] + (1 — w) Bernoulli(z4 | ).

Model ten nazywamy lancuchem Markowa i czesto oznaczamy jako X; — X, — X3, co
wskazuje na to, ze zmienne X, i X5 staja si¢ niezalezne, gdy znamy warto$¢ zmiennej X,.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze Andrzej udzieli poprawnej odpowiedzi na wszystkie
trzy pytania? Innymi slowy, jakie jest P(X; + X, + X3 =3)=P(X;=1,X, =1, X, =
1)?

b) Jakie jest prawdopodobienstwo na to, ze Andrzej udzieli poprawnej odpowiedzi na trzecie
pytanie, jesli udzielit poprawnej odpowiedzi na pierwsze pytanie? Innymi stowy, jakie
jest P(X53 =1] X, =1)? [Podpowiedz: to liczba rézna od s: w tym pytaniu nie znamy
wartosci X,.]

c¢) Jakie jest prawdopodobienistwo na to, ze Andrzej odpowie poprawnie na dokladnie jedno
pytanie, to znaczy P(X; + X, + X3 =1)?

d) Opisz w jaki spos6b mozna zweryfikowaé powyzsze odpowiedzi majac dostep do urzadzen
pozwalajacych na szybkie losowanie wielu liczb (jak kostki, monety czy komputer)?

[PodpowiedZ: Mozna wypisaé tabelke P(X; = x;, Xy = x5, X5 = x3).]

[Miejsce na Twoje odpowiedzi.|

Zadanie 2: Jak szybko tupta jez? [10 punktéw]

Mamy do dyspozycji Specjalny Miernik Predkosci, ktéry pozwala nam na mierzenie pred-
kosci zblizajacego sie do nas zwierzecia, wyrazonej w kilometrach na godzine. Jedli wskazanie
miernika jest ujemne, oznacza to, ze zwierze si¢ od nas oddala.

Jedli obiekt zbliza si¢ do nas z predkoscia u, to zastosowanie Specjalnego Miernika Predkosci
zwréci oszacowanie X z rozkladu normalnego zadanego gestoscia prawdopodobienistwa

1 . 2
Normal(z | u,0?) = Noroe exp (—@202’0) ,
To


https://pl.wikipedia.org/wiki/%C5%81a%C5%84cuch_Markowa
https://pl.wikipedia.org/wiki/Rozk%C5%82ad_normalny

gdzie parametr o = 10 km/h jest znanym odchyleniem standardowym rozkladu, opisujacym
jak bardzo moze myli¢ si¢ miernik. (Zauwaz, ze $rednia rozkladu jest p).

WyobraZzmy sobie populacje zwierzat, taka ze losowo wybrane zwierze zbliza si¢ do nas z
predkodcia p wylosowana z rozkladu normalnego Normal(y | 0,7%), gdzie T okre$la pewna
predkosé charakterystyczna danego gatunku: ponad 99% zwierzat z tej populacji ma predkosé
@ miedzy —37 a 37.

Rozwazmy model, w ktorym:

1. Najpierw losujemy predko$é¢ zwierzecia z powyzszego rozktadu, co oznaczamy jako pu ~
Normal(0, 72).

2. Nastepnie korzystamy ze Specjalnego Miernika Predkosci by dostaé oszacowanie X | pu ~
Normal(u, o2).

Powyzszy model oznacza, ze gestoé¢ prawdopodobienstwa warto$ci pomiaru oraz prawdziwej
predkosci jest rowna

p(x,p | 0?,72) = Normal(p | 0,72) - Normal(z | p, 02).

Bedziemy korzystac z tego, ze warunkowa gestos¢ prawdopodobienstwa samego wyniku pomi-
aru jest zadana poprzez

p(x | 02,72) = Normal(z | 0,02 + 72).
(Nie ma obowiazku dowodzenia tego wzoru — mozna zalozy¢, ze tak po prostu jest.)

a) Pokaz, ze warunkowa gesto$¢ prawdopodobieristwa, zdefiniowana jako

2 2
pp| @, 0%,7%) = p(a:,u| [o%)
T

p(z|o?72) "
jest tozsama z rozkladem normalnym Normal(u | 55 1”—;,), gdzie r = 02 /72.

b) Widzimy biegnacego geparda. Jesli 7 = 40 km/h dla gepardéw oraz pomiar wskazal
x = 70 km/h, to jak oszacujesz prawdziwa predkosé¢ geparda? (Pamigtaj, ze o = 10
km/h.)

¢) Widzimy tuptajacego jeza. Jesli 7 = 0.5 km/h dla jezy, a pomiar wskazal = 70 km/h,
to jak oszacujesz prawdziwg predkosé jeza?

d) Widzimy innego tuptajacego jeza. Pomiar wskazal x = —0.25 km/h. Jak sadzisz, czy
jez sie od nas oddala?

[Uwaga matematyczna, ktérg mozna pomingc i ktdra nie jest potrzebna do rozwigzania zadania.
Powyzsze wyrazenie na p(z | o2, 72) wynika z réwnosci:
+oo
p(z|o? 12) = / p(x,p | 0?,72)dpu = Normal(z | 0,02 + 72).

—0Q



Jest to szczegdlny przypadek tozsamosci podanej tutaj. Mozna tez ja uzasadnié zapisujac
zmienng X w postaci X = u + ¢, gdzie zmienne p ~ Normal(0,72) i € ~ Normal(0,0?) sa
niezalezne.|

[Miejsce na Twoje odpowiedzi.]

Zadanie 3: Czy to lekarstwo szkodzi? [10 punktow]

[Uwaga: Ponizsze zadanie jest podzielone na czesci (a)—(g) oraz wymaga odrobiny programowa-
nia w Pythonie. Mozna korzystac ze wszelkich Zrédel dostepnych w internecie @ chatbotow, w
celu nauczenia sie skladni: ten poziom Pythona bedzie naszym punktem wyjsciowym na warsz-
tatach, gdzie bedziemy uczyé sie nieco trudniejszych rzeczy.

Wysylajgc rozwigzanie, skorzystaj z interaktywnego zeszytu cwiczen dostepnego pod tym adresem
i upewnij sie, zZe widoczne sq kod, rozumowanie jak i wykresy.]
[Uwaga: Historia jest wymyslona, a dane zostaly zasymulowane. Nie stanowiqg porady lekarskiej

ani weterynaryjnej: do tego kompetencje majq lekarze, a nie statystycy!]

Weterynarz Bajtocjusz przez rok notowal w swoim zeszycie dawki lekarstwa podawanego
chorym kréliczkom (im wieksza warto$é, tym wiecej lekarstwa zostalo podane) oraz to
jak szybko kroliczki wrécily do stanu zdrowia (im wieksza warto$é, tym szybciej kréliczek
wyzdrowial).

Czesé (a): napisz funkcje w Pythonie, ktéra obliczy korelacje. [1 punkt]

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def correlation(x: list[float], y: list[float]) -> float:

return None # Zadanie: zastgp te linijki swoim kodem. [PodpowiedZ: spdjrz na dokumentac
lek = [1.28, 0.39, 1.17, 1.44, 0.03, 1.68, 0.86, 1.12, -0.09, 0.57, 0.81, 0.87, 1.1, 1.31,
zdrowienie = [-0.04, 0.07, -0.4, 0.34, 0.75, -0.24, -0.42, -0.24, 0.52, 0.22, 0.7, -0.91,
korelacja = correlation(lek, zdrowienie)
fig, ax = plt.subplots(figsize=(5, 3), dpi=120)
ax.scatter(lek, zdrowienie, s=2, c='k')
ax.set_xlabel("Dawka lekarstwa')

ax.set_ylabel("Szybko&¢ powrotu do zdrowia')
ax.set_title(f"Korelacja: {korelacjal}")


https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_convolutions_of_probability_distributions#Continuous_distributions
https://colab.research.google.com/drive/1QZ-5R0Z3kbPT_col-BnsOuMWsxNSyIGe

ax.spines[["top", "right"]].set_visible(False)

Korelacja: None
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Dawka lekarstwa

Czesé (b): Czy korelacja jest dodatnia czy ujemna? Jak ja zinterpretowaé¢? [1 punkt]
[Miejsce na Twoja odpowiedZ.]

Czesé (c): Na wykresie narysuj prosta najlepszego dopasowania. [2 punkty]
fig, ax = plt.subplots(figsize=(5, 3), dpi=120)

ax.scatter(lek, zdrowienie, s=2, c='k')
ax.set_xlabel ("Dawka lekarstwa')
ax.set_ylabel("Szybko&¢ powrotu do zdrowia')
ax.spines[["top", "right"]].set_visible(False)

# Zadanie: to jest miejsce na Twoj kod :)
# [PodpowiedZ: potrzebny wzdr mozna znalezé na przyktad tutaj:
# https://jianghaochu.github.io/ordinary-least-squares-regression-in-python-from-scratch.h
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Bajtocjusz nie moégt zrozumieé¢ powyzszego wyniku. Spojrzal do swojego notatnika i zauwazyt,
ze notowal poczatkowy stan zdrowia kazdego kroliczka.

Czes¢ (d): Narysuj wykres reprezentujacy poczatkowy stan zdrowia wraz z szybkosScia
powrotu do zdrowia oraz wykres reprezentujacy poczatkowy stan zdrowia i przepisang dawke
leku. [2 punkty]

stan = [0.68, 1.68, 0.42, 0.91, 2.72, 0.07, 0.72, 0.64, 2.62, 1.65, 1.89, 0.22, 1.07, 0.53

fig, axs = plt.subplots(l, 3, figsize=(5%3, 3), dpi=120)
for ax in axs:
ax.spines[["top", "right"]].set_visible(False)

ax = axs[0]

ax.scatter(lek, zdrowienie, s=2, c=stan, cmap="coolwarm")
ax.set_xlabel("Lekarstwo")

ax.set_ylabel("Szybkos¢ powrotu do zdrowia")
ax.set_title(f"Korelacja: {correlation(lek, zdrowienie)}")

ax = axs[1]

ax.set_xlabel("Poczatkowy stan zdrowia')

ax.set_ylabel ("Szybkos¢ powrotu do zdrowia")
ax.set_title(f"Korelacja: {correlation(stan, zdrowienie)l}")

# Zadanie: to miejsce na Tw6j kod :)



ax = axs[2]

ax.set_xlabel ("Poczatkowy stan zdrowia')
ax.set_ylabel("Dawka lekarstwa')
ax.set_title(f"Korelacja: {correlation(stan, lek)}")

# Zadanie: to miejsce na Twéj kod :)

Text (0.5, 1.0, 'Korelacja: None')

Korelacja: None 10 Korelacja: None Korelacja: None
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Bajtocjusz zauwazyl, Zze najciezej chore kréliczki dostawaly najwiecej lekarstwa. Chcialby
podzieli¢ kréliczki na trzy grupy. Kréliczek n trafia do grupy g € {0, 1,2}, jesli jego poczatkowy
stan miedci si¢ w przedziale stan[n| € [g,g + 1).

Czesé (e): Korzystajac z petli for policz i wypisz korelacje miedzy dawka lekarstwa a szy-
bkoscia zdrowienia w kazdej z trzech grup. [1 punkt]

# Zadanie: to miejsce na Twéj kod!

Czesé (f): Na ponizszym wykresie narysuj prosta najlepszego dopasowania dla kazdej grupy.
Zinterpretuj otrzymany wynik. [2 punkty]:

fig, ax = plt.subplots(figsize=(5, 3), dpi=120)

ax.scatter(lek, zdrowienie, s=2, c=stan, cmap='coolwarm')
ax.set_xlabel ("Dawka lekarstwa")

ax.set_ylabel ("Szybkos¢ powrotu do zdrowia")
ax.spines[["top", "right"]].set_visible(False)



for g in range(3):
# Zadanie: to miejsce na Twdj kod :)
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Czesé (g): Powyzsza analiza podzielila stan zdrowia na trzy grupy w do$é arbitralny sposéb.
Czy mozna przenanalizowa¢ dane w taki sposéb, by uniknaé takiego podzialu? [1 punkt]

[Miejsce na Twojg odpowiedz.]

Powodzenia!
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