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Niniejszy dokument zawiera zadania i przydatne informacje zwigzane z warsztatami ,,Co i jak liczy¢ na
komputerach kwantowych”. Wypeklione zadania prosze wysyta¢ poprzez formularz na stronie warsz-
tatow. Wszelkie pytania i watpliwosci co do tredci zadan, a takze prosby o porade prosze kierowa¢ na
adres podany na stronie warsztatow.

Zasady

Obliczenia i rozumowania sg istotng cze$cia zadania - ich obecnos¢ jest konieczna aby rozwigzanie zo-
stalo ocenione jako poprawne. Im wiecej podpunktow rozwigzanych - tym lepiej, prosze jednak sie nie
przerazac jesli ktoregos$ z podpunktéw nie bedzie potrafito sie rozwigzan, lub okaze sie niejasny - stuze
wtedy rada i wyjasnieniem.

Rozwiazania mozna wysylaé¢ w formacie pdf. W wypadku zdjeé¢/skanéw pisma odrecznego prosze
o krytyczng ocene swoich zdolnoéci kaligraficznych, pozwoli nam to uniknaé niezrecznych sytuacji w
ktorych wzajemne zrozumienie bedzie wymagato wymiany wielu maili.

Liczby zespolone

Liczby zespolone okazuja sie mie¢ fundamentalne znaczenie dla mechaniki kwantowej. Ta sekcja ma na
celu zapoznanie czytelnika z podstawowymi ich wlasnosciami.

Definicja 1 (Liczby zespolone). Liczba zespolona nazywamy pare liczb rzeczywistych (a, b). Zbiér liczb
zespolonych oznaczamy przez C. Na zbiorze liczb zespolonych wprowadzamy dziatania

e Dodawania jako (ay,by) + (ag,b2) = (a1 + ag, by + by).
e Mnozenia jako (ay, by) X (ag,by) = (ajas — b1be, a1by + ashy).
e Sprzezenia jako (a,b)* = (a, —b)
Dla liczb zespolonych definiujemy:
o Czesé rzeczywista R ((a,b)) = a.
e Czesé urojong S ((a, b)) = b.

e Norme |(a,b)| = va? + b2



Dla uproszczenia zapisu mozemy wprowadzi¢ nastepujaca konwencje
a+bi:= (a,b)
Zauwazmy, ze liczba 0 + 1¢ ma nastepujaca wiasnosé
(04+1i)? = -1+ 0i = —1

Mozemy wigc mysle¢ o i = (0,1) jako o 4/(—1) gdyz spelnia ono réwnoé¢ 1> = —1. Co wigcej, mnoze-
nie liczb zespolonych zachowuje sie jak mnozenie klasycznych wyrazen arytmetycznych, przy czym 72
zamieniamy na —1. Dla pelosci

(al, bl) X (GQ, b2) = (&1 + bli)(az + ng) = a1a2 + albzi + agbli + bleiQ = (a1a2 — blbg) + (albg + CZle)i =
= (arag — biby, arby + ashy)

Zadanie 1. Proste wlasnosci Wszystkie liczby w zadaniach sg zespolone, chyba ze powiedziano

inaczej

1. Znalez¢ 27! takie ze 2271 = 1. (odwrotnos¢é)

2. Policzyé Y7 ()"

n=1\2

Definicja 2 (Okrag jednostkowy). Zbior wszystkich liczb zespolonych o normie jeden (tzn takich z € C
ze |z| = 1) oznaczamy przez S i nazywamy okregiem jednostkowym.
Zadanie 2. Norma liczby zespolonej

L [z122] = |21 22|
2. |27 = |2]7!

Zauwazmy ze z podpunktow 1 i 3 tego zadania wynika, ze zbiér S jest zamkniety na mnozenie i
odwracanie.

Interpretacja geometryczna

Liczby zespolone mozemy utozsami¢ z plaszczyzng R?. Przy takim utozsamieniu zbiér S ktéry zdefi-
niowaliSmy poprzednio, rzeczywiscie jest okregiem jednostkowym, tj. zbiorem punktéw odleglych o 1
od srodka uktadu wspoétrzednych.

Kazdy punkt okregu jednostkowego mozemy przedstawié¢ niemalze jednoznacznie (bo z doktadnoscia
do 27mn, n € N) w postaci

(cosf,sinf)
Kazda liczbe z € S mozemy wiec przedstawi¢ w postaci
2z =cosf +isind

Zas dowolng liczbe z € C jako
z = |z|(cos @ + isin0)

Kat 6 nazywamy argumentem liczby 2 i oznaczamy go przez arg z.
Warto zwréci¢ wiec uwage na nastepujacy fakt - kazda liczbe zespolong opisujemy dwiema liczbami
rzeczywistymi. Kazda liczbe zespolong o module jeden - jedng liczba rzeczywista.
Zadanie 3. Kreciolki na plaszczyznie
1. Niech r € R. Wtedy arg(rz) = arg(z).
2. arg(z129) = arg(z1) +arg(zs) - Prosze podaé interpretacje geometryczna tego faktu, jest kluczowal!
3. Korzystajac z poprzedniego, rozwigzaé réwnanie 23 = 1 i podaé jego interpretacje geometryczna.

4. Rozpisaé |z + 1| = |2z + 1| jako réwnanie dwoch zmiennych rzeczywistych i naszkicowaé na
ptaszczyznie zbior rozwigzan.



Algebra Liniowa

Drugim kluczowym dla obliczenn kwantowych sktadnikiem jest algebra liniowa. Nie ma sensu zebym sie
tu rozpisywal i odsytam do lepszych od siebie - do swietnej serii filméw autorstwa 3bluelbrown na ten
temat. Link znajduje si¢ na stronie warsztatow.

Od tego miejsca bede zaktadat juz elementarna znajomosé algebry liniowej nad liczbami rzeczywi-
stymi. Naszym celem jednak jest uscislenie, co zmienia si¢ jesli bedziemy rozwazaé¢ wektory i macierze
zespolone.

Dla macierzy M bedziemy oznaczaé przez M, element n-tego wiersza m-tej kolumny.

Definicja 3 (Zespolony iloczyn skalarny). Iloczynem skalarnym wektoréw u, v € C™ nazywamy liczbe
(ulvy = Y v,
i=1

Zadanie 4. Wlasnosci iloczynu skalarnego

1. {ulv) = {wju)*

2. Dla dowolnego wektora u mamy (u|uy € R, (uluy = 0 gdzie réwnosé¢ zachodzi wtw. u = 0.
Definicja 4 (Sprzezenie hermitowskie, macierz hermitowska). Dla macierzy M € M (nxm) definiujemy
jej sprzezenie hermitowskie MT e M (m x n) jako

(MT)ij = (MJ>*

Czyli bierzemy sprzezenia zespolone elementéw macierzy oraz transponujemy - odbijamy wzgledem
przekatnej. Macierz M nazywamy hermitowska jesli zachodzi réwnosé

MM =M
Definicja 5 (Macierz unitarna). Macierz U € M (n x n) nazywamy unitarna, jesli zachodzi réwnosé
Ul =0U"=1
Definicja 6 (Norma wektora). Niech u € C. Definiujemy norme wektora u jako

Jul = ~/Culu)

Zadanie 5. Macierze
1. Poda¢ przyktad (nie identycznos$¢) macierzy ktora jest jednoczesnie unitarna i hermitowska
2. Pokazaé¢, ze (MN)" = NTMT
3. Wskazaé¢ przyktad macierzy hermitowskich M, N ktérych iloczyn nie jest hermitowski.
4. Pokazac, ze iloczyn macierzy unitarnych jest unitarny.
5. (*) opisa¢ wszystkie macierze 2 x 2 ktére sa jednocze$nie unitarne i hermitowskie.
Zadanie 6. Wtasnoéci C?

Wiemy, ze kazdy wektor w C? mozna opisaé czterema parametrami rzeczywistymi. Ile parametréw
rzeczywistych potrzeba aby opisac:

1. Zbiér wektoréw z C? o normie jednostkowe;j.
2. Zbior wektoréw o normie jednostkowej ktorych pierwsza wspotrzedna jest rzeczywista.

Dla lepszego zrozumienia tego zadania mozna przeanalizowa¢ dwa przyktady:

1. Sfera potrzebuje dwdch parametréw do opisania - szerokosci i dtugosci geograficznej

2. 7Zbior trojek rzeczywistych sumujacych sie do jedynki potrzebuje dwoch parametrow, kazda taka
tréjka jest postaci (a,b, 1 —a — b) dla jaki$ a,b € R.



