Warsztaty: Geometria na kracie

Zadania Kwalifikacyjne

19 kwietnia 2026

Wprowadzenie

Ponizsze zadania maja by¢ wprowadzeniem do zagadnienien poruszanych na warsztatach. Wiele
z zadan ma do$¢ bogate wprowadzenie, ktére polecam przeczytaé. Nie zawsze sg one niezbedne
do rozwigzania zadania, ale beda one nam potrzebne w trakcie warsztatéw i wydaje mi sig, ze
dobrze buduja intuicje. Zadania do tych warsztatéw raczej nie mialty by¢ trudne, chociaz to jak
zawsze okaze si¢ w praktyce, natomiast sg one bardzo wazne i zachecam do zmierzenia si¢ z
nimi. Nie przejmuj sie, jesli nie potrafisz rozwigzaé ich wszystkich — wyslij tyle, ile potrafisz!
Czesciowe rozwigzania, pomysty, czy luzne przemyslenia zwiazane z zadaniem, roéwniez sg war-
tosciowe i nalezy je wysytaé. Jest to tez dla mnie informacja zwrotna, zebym mogt dopasowac
poziom kursu do uczestnikow. Prosze o przedstawianie toku swojego rozumowania.

Oczywiscie LLM-y potrafia rozwiazaé te zadania, jednak przekopiowujac rozwiazania z nich
niczego nie mozna sie nauczy¢ i w zasadzie jest to czas zmarnowany. Jednak jesli jakie$ defi-
nicje, sformutowania sa niewystarczajace/ niejasne, lub po prostu o tym aspekcie cheecie sie
dowiedzie¢ wiecej to mozna ich uzywacé, chociaz nalezy uwazaé, gdyz czesto moga pisaé nie-
prawde. Dlatego w razie wszelkich pytan, czy watpliwosci, zachecam do pisania do mnie na
maila dudziak.piotrek@gmail.com. Powodzenia i dobrej zabawy przy rozwiazywaniu zadan!

Zadanie 1: Wyznacznik Macierzy 15 pkt

Na nasze potrzeby mozemy powiedzie¢, ze macierz to prostokatna tabliczka wypelniona licz-
bami. Kazdej macierzy kwadratowej mozemy przypisa¢ jedng konkretna liczbe zwang jej wy-
znacznikiem. Dla macierzy A oznaczamy go jako det(A) lub |A].

Dla macierzy o wymiarach 2 x 2 wyznacznik liczymy bardzo prosto, mnozac elementy ,na
krzyz” i odejmujac je od siebie:

det L d

“ b] =a-d—b-c

Dla macierzy 3 x 3 i wiekszych istnieja bardziej rozbudowane wzory jak rozwiecie Laplace’a,
ale w praktyce sg one bardzo niepraktyczne do uzywania. Zamiast tego uzywamy nastepuja-
cych wlasnosci wyznacznika, traktujac wiersze (lub kolumny) macierzy jak wektory, na ktérych
mozemy wykonywac¢ operacje:


https://pl.wikipedia.org/wiki/Rozwini%C4%99cie_Laplace%E2%80%99a

« Dodawanie wierszy: Wyznacznik nie zmienie sie, jesli do dowolnego wiersza (lub ko-
lumny) dodamy inny wiersz (kolumne) pomnozony przez jakas stala liczbe.

e Mnozenie wiersza: Jesli pomnozymy wszystkie elementy jednego wiersza przez liczbe
k, to caly wyznacznik rosnie k-krotnie.

e Macierz tréojkatna: Jesli uda nam sie za pomoca powyzszych operacji wyzerowaé wszyst-
kie liczby znajdujace si¢ ponizej gtéwnej przekatnej, to wyznacznik takiej macierzy staje
sie po prostu iloczynem liczb lezacych na tej przekatne;j.

Dlaczego w ogole przypisujemy macierzom jakas liczbe? Kazda macierz reprezentuje pewne
przeksztalcenie przestrzeni (np. obrét, skalowanie). Geometrycznie wyznacznik méwi nam, jak
bardzo to przeksztatcenie ,rozciaga” lub ,kurczy” przestrzen — jest to wspotczynnik zmiany
pola (w 2D) lub objetosci (w 3D).

Tutaj docieramy do poteznego pojecia zmiany bazy. Baza to po prostu nasz uklad wspoél-
rzednych (np. klasyczne osie X i Y ulozone prostopadle). Co by bylo, gdyby$my spojrzeli na
to samo przeksztatcenie przestrzeni, ale z perspektywy kogos, kto uzywa innych, ,,przekrzy-
wionych” osi? Zmiana bazy to wtasnie ten proces. Z punktu widzenia nowego obserwatora, to
samo przeksztatcenie zostanie opisane macierza o zupekie innych liczbach! Jednak poniewaz
samo fizyczne ,rozcigganie” przestrzeni sie nie zmienito, nowa macierz bedzie miata doktadnie
ten sam wyznacznik. Wyznacznik jest wigc niezmiennikiem — wartoscia, ktéra méwi nam obiek-
tywna prawde na temat obiektu, niezaleznie od tego, przez jaki uktad wspotrzednych na niego
patrzymy. Jezeli kogos zainteresowal ten fragment to serdecznie polecam zajrze¢ do skryptu
doktora Mecla. Oczywiscie nie jest to wymagane na warsztaty ani do rozwigzania zadania.

Polecenie:

Rozwazmy rodzine macierzy kwadratowych A, o wymiarach n x n, w ktérych na gtéwnej
przekatnej znajduja sie same zera, a wszystkie pozostate elementy sa rowne 1. Na przyktad dla
n = 3 macierz ta wyglada nastepujaco:

o
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—_ =
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a) Oblicz wyznacznik macierzy As oraz A4. (10 pkt)

b) Czy umiesz podaé¢ ogdlny wzér na wyznacznik macierzy A, w zaleznosci od wymiaru n. (5
pkt)

Wskazowka: Zastanow sie, co sie stanie, jesli do pierwszego wiersza dodasz wszystkie pozostate
wiersze. Jak to wptynie na wyznacznik? Co wtedy bedziesz moégt ,wyciagnaé¢” przed znak
wyznacznika?


https://mimuw.edu.pl/~amecel/gal1_mecel.pdf

Zadanie 2: Macierze w analizie graféow 15 pkt

Graf to najprosciej méwiac zbiér kropek (nazywanych wierzchotkami), ktére sa potaczone li-
niami (nazywanymi krawedziami). Mozesz o tym mys$le¢ jak o mapie miast potaczonych dro-
gami.

Drzewo to z kolei szczegdlny rodzaj grafu. Wszystkie jego wierzchotki sa ze sobg potaczone w
jeden spdjny kawatek (od kazdego punktu da sie dojsé do kazdego innego), ale co najwazniejsze
— nie ma w nim zadnych petli (zamknietych cykli).Jesli zaczniesz i8¢ po krawedziach drzewa
i nie bedziesz wracac¢ po wtasnych sladach, nigdy nie dojdziesz do miejsca, z ktorego wyruszytes.

W kombinatoryce niezwykle wazne jest badanie tzw. drzew rozpinajacych. Wyobraz sobie, ze
masz dos¢ gesty graf z wieloma krawedziami. Drzewo rozpinajace powstaje, gdy usuniemy z
niego cze$¢ krawedzi w taki sposéb, aby to, co zostanie, byto drzewem (czyli nie miato cykli) i
nadal taczyto ze sobg wszystkie oryginalne wierzchotki w grafie.

Do zliczania tych struktur matematycy uzywaja macierzy Laplace’a grafu. Buduje sie ja w
nastepujacy sposob: na gtownej przekatnej wpisujemy liczbe krawedzi wychodzacych z danego
wierzchotka (tzw. stopien wierzchotka), a w pozostate miejsca wpisujemy —1, jesli dwa wierz-
chotki sg potaczone krawedzia, lub 0, jesli nie sa. Zdumiewajace twierdzenie Kirchhoffa mowi,
ze jesli z takiej macierzy wykreslimy dowolny jeden wiersz i jedna odpowiadajaca mu kolumne,
a nastepnie policzymy wyznacznik tego, co zostato, otrzymamy... doktadng liczbe drzew rozpi-
najacych w tym grafie!

Polecenie:

Dana jest nastepujaca macierz Laplace’a L dla pewnego grafu o 4 wierzchotkach:

3 -1 -1 -1

-1 2 -1 0
L= -1 -1 3 -1
-1 0 -1 2

a) Wykresl pierwszy wiersz i pierwsza kolumne, a nastepnie oblicz wyznacznik powstatej ma-
cierzy 3 x 3. Ile drzew rozpinajacych ma ten graf? (10 pkt)

b) Sprébuj na podstawie macierzy L narysowaé ten graf. Czy wynik z podpunktu (a) zgadza
sie z Twoja intuicja, jesli sprébujesz policzy¢ te drzewa ,na piechote”? (5 pkt)

Zadanie 3: Pierscienie i Idealy 15 pkt

Struktury, w ktérych mozemy dodawaé, odejmowaé i mnozy¢ elementy (np. zbiér wszystkich
liczb catkowitych Z albo zbiér wszystkich wielomianéw), nazywamy pierscieniem.

Wewnatrz pierScieni istniejg niezwykle wazne podzbiory zwane ideatami. Zbior I nazywamy
ideatem, jesli spetnia dwa warunki:

1. Zamkniecie na dodawanie Jesli wezmiesz dwa dowolne elementy z ideatu i je do siebie
dodasz lub od siebie odejmiesz, wynik zawsze pozostanie w ideale.


https://pl.wikipedia.org/wiki/Drzewo_(matematyka)
https://pl.wikipedia.org/wiki/Drzewo_rozpinaj%C4%85ce
https://pl.wikipedia.org/wiki/Twierdzenie_Kirchhoffa
https://pl.wikipedia.org/wiki/Pier%C5%9Bcie%C5%84_(matematyka)
https://pl.wikipedia.org/wiki/Idea%C5%82_(teoria_pier%C5%9Bcieni)

2. Zamkniecie na mnozenie przez elementy pierscienia Jesli wezmiesz jakikolwiek
element z ideatu i pomnozysz go przez dowolony element z caltego pierdcienia (nawet z
zewnatrz ideatu!), wynik zostaje wciagniety do ideatu.

Swietnym przyktadem ideatu w pierscieniu liczb catkowitych Z sa liczby parzyste. Jesli dodasz
dwie liczby parzyste, dostaniesz parzysta (warunek 1). Jesli pomnozysz liczbe parzysta przez
dowolna liczbe catkowita, wynik bedzie parzysty (warunek 2). Taki ideal zapisujemy krétko
jako I = (2) (ideal generowany przez dwoéjke).

Polecenie:

a) Rozwazmy zbiér wszystkich liczb nieparzystych. Czy ten zbidr jest ideatem w pierscieniu
liczb catkowitych Z? Uzasadnij swoja odpowiedz, sprawdzajac oba powyzsze warunki. (5 pkt)
b) Rozwazmy pierscieni wszystkich wielomianéw jednej zmiennej W(z). Zdefiniujmy zbior I
jako wszystkie te wielomiany, ktére po podstawieniu z = 1 daja wynik zero (czyli W (1) = 0).
Przykladem takiego wielomianu jest P(z) = x? — 1, bo 1> — 1 = 0. Wykaz, opierajac si¢ na
dwoch definicyjnych warunkach ideatu, ze zbiér I jest ideatem. (10 pkt)

Zadanie 4: Idealy pierwsze i maksymalne 15 pkt

Skoro wiemy juz, czym sa idealty, poznajmy ich elitarne podgrupy. Istotne sa nastepujace dwa
rodzaje idealow

1. Ideat pierwszy Przypomina on zachowanie liczb pierwszych. Méwimy, ze ideat I jest pierw-
szy, jesli spetnia zasade: ,,jesli iloczyn dwoch dowolnych elementow a - b wpada do ideatu I,
to znaczy, ze co najmniej jeden z tych elementéw (albo a, albo b) musial od samego poczatku
naleze¢ do tego ideatu”.

2. Ideat maksymalny To taki ideat, ktory jest tak duzy, jak to tylko mozliwe, nie bedac jedno-
czednie catym pierécieniem. Posiada on taka wtasno$é, ze jesli dorzucimy do niego jakikolwiek
nowy element (ktérego w nim nie byto) i pozwolimy mu zachowywac sie jak ideal (czyli mnozy¢
sie przez wszystko i dodawacd), to nagle ten nowy zbiér rozszerzy sie tak bardzo, ze ,potknie”
caty pierscien. Warto wiedzieé¢, ze ideat pokrywa sie z calym pierscieniem wtedy i tylko wtedy,
gdy zawiera liczbe 1.

Polecenie:

a) Rozwazmy ideat I = (6) w pierécieniu liczb catkowitych (czyli zbior wszystkich wielokrotno-
Sciszostki: ..., —6,0,6,12,...). Wykaz, powolujac sie na definicje, ze nie jest to ideat pierwszy.
Zastanéw sie, czy ideal (5) bytby pierwszy? (5 pkt)

b) Rozwazmy pierécien wielomianéw dwoéch zmiennych x i y. Niech J = (x) bedzie ideatem
generowanym przez x (czyli sktada sie z wielomianéw, z ktérych mozemy wyciagnaé¢ = przed
nawias, np. 2 + zy, ale nie nalezy do niego y* + 1). Z kolei niech M = (x,y) bedzie idealem
generowanym przez = i y (zlozonym z wielomianéw, ktére nie maja zadnego wolnego wyrazu
stalego, np. 2% + y).Udowodnij, ze ideal J = (z) nie jest idealem maksymalnym. (10 pkt)


https://pl.wikipedia.org/wiki/Idea%C5%82_pierwszy_(teoria_pier%C5%9Bcieni)
https://pl.wikipedia.org/wiki/Idea%C5%82_maksymalny

Zadanie 5: Czym jest topologia? 10 pkt
W klasycznej geometrii odlegtosé mierzymy linijka. W topologii zapominamy o odlegtosciach,

a skupiamy sie na relacjach bliskosci, wprowadzajac abstrakcyjne pojecie zbiorow otwartych.

Formalnie, topologia na pewnym zbiorze X to wybrana rodzina jego podzbioréw (ktére od
tej pory nazywamy ,otwartymi”), spelniajaca trzy proste warunki:

1. Caly zbiér X oraz zbiér pusty (@) musza do niej naleze¢.

2. Czes$¢ wspdlna (przekrdj) dwoch (to tatwo przez indukeje rozwinaé na dowolona skoniczong
liczbe) dowolnych zbioréw z tej rodziny réwniez do niej nalezy.

3. Suma dowolnej liczb zbioréw z tej rodziny réwniez do niej nalezy.

Polecenie:
Rozwazmy maty zbiér X = {1,2,3}. Ponizej znajduja sie dwie propozycje rodzin podzbioréw
otwartych:

= {(Z)v {1}7 {17 2}7 {17 27 3}}
Ty = {(Z)v {1}7 {2}7 {17 2, 3}}

Ktora z tych rodzin jest poprawng topologia na zbiorze X, a ktéra nie jest? Uzasadnij swoja
odpowiedz, sprawdzajac, czy spelniaja one powyzsze 3 warunki. (10 pkt)

Zadanie 6: Topologia Zariskiego 15 pkt

Nas bedzie interesowac bardzo specjalna topologia, czyli topologia Zariskiego. Czesto wygodniej
jest w niej definiowaé najpierw zbiory domkniete (dopekienia zbioréw otwartych).

Na nasze potrzeby powiedzmy, Ze zbiér na prostej (np. rzeczywistej) jest zbiorem domknie-
tym w tej topologii wtedy i tylko wtedy, gdy stanowi zbiér miejsc zerowych jakiego$ wielomianu.

Polecenie:

a) Wyobraz sobie dwa zbiory otwarte w topologii Zariskiego na osi liczbowej. Zbior U to cala
o$ bez punktow z = 11 x = 2. Zbiér V to cala o$ bez punktow = = 2 i x = 5. Czym jest
cze$¢ wspdélna (przekroj) zbiorow U i V7 Czy powstaly zbiér jest nadal otwarty w topologii
Zariskiego? (5 pkt)

b) Zadanie bonusowe: Scharakteryzuj zbiory domkniete na prostej zgodnie z definicja tej topo-
logii (10 pkt). To zadanie celowo moze wydawaé sie niejasne, ale chodzi o to, zeby w zasadzie
przeformutowac to, co to znaczy, ze zbiér jest domkniety w tej topologii.


https://pl.wikipedia.org/wiki/Topologia

Punktacja i kwalifikacja

Nie nalezy szczegdlnie przejmowaé sie progiem kwalifikacji na te warsztaty, moja filozofia jest
nastepujaca, kazda osoba, ktéra poswieci dostateczng ilos¢ czasu, by zapoznaé sie z tymi wpro-
wadzeniami i sprobuje zmierzy¢ sie z tymi zadaniami powinna zosta¢ zakwalifikowana, ale jezeli
kto$ bardzo by chcial wiedzie¢, to prog kwalifikacji na pewno nie przekroczy 36 punktow.



