WWW22 Geometria rzutowa i konstrukcje geometryczne

Proég

Zr6b cokolwiek. Przy okazji bardzo zachecam do zadawania pytan przez mejla, chociaz pew-
nie i tak nie masz psychy.

Algebra liniowa

Algebra liniowa moze sie przydac, zarowno jako prosty sposob patrzenia na geometrie, jak i
ogoblnie Tobie w zyciu. Z tego wzgledu zostawiam tu kilka zadan z jej podstaw. Postaratem
sie, zeby zadania nie byly trudne i sprawdzaly znajomo$é teorii. Kluczows trudnodcia jest
tu samodzielne nauczenie sie podstaw algebry liniowe;j.

Zadanie 1. Obejrzec czesci 1-5, 9, 13 1 16 Essence of linear algebra od 3bluelbrown na
youtubie, lub w inny sposob wejsé w posiadanie odpowiednie] wiedzy. W rozwigzaniu napisac
"zrobione”.

Powyzsze zadanie + dowolne inne dwa zadania zaliczajg cala liste. Ale warto popatrzeé
na wszystkie zadania, zwlaszcza jesli nie sg dla Ciebie oczywiste.

Glosariusz:
Wszystkie rozwazane przestrzenie liniowe sg podzbiorami R™ dla pewnego n € N. W domyéle
ViU to p. liniowe.

e 7Zbioér wszystkich liniowych kombinacji elementéw z A (tzn przestrzen liniowa genero-
wang przez A) oznaczamy przez span(A). Przyjmujemy span(()) = {0}.

e A jest liniowo niezalezny, jesli kazda nietrywialna liniowa kombinacja elementéw z A
jest niezerowa.

e A generuje V, gdy kazdy element V jest liniowa kombinacjg elementéw z A
o A jest baza V, jesli jest Inz oraz generuje V'
o f:V — U jest izomorfizmem p. liniowych jedli jest liniowa bijekcja.

Wazny fakt: Dowolne dwie bazy przestrzeni liniowej sa rownoliczne. W szczeg6lnosci kazda
baza R™ ma moc n. Moc dowolnej bazy V' oznaczamy przez dim V' (wymiar V). Na przyktad
dim R™ = n, dim{0} = 0 (ta przestrzen ma pusta baze).

Ponizsze zadania dotycza, w moim odczuciu, najwazniejszych zagadnien z podstaw ogoél-
nej teorii.

Zadanie 2. Niech f : V. — U bedzie przeksztatceniem liniowym. Udowodnié, ze f jest
réznowartosciowa wtedy i tylko wtedy, gdy f(v) =0 — v =0.
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Zadanie 3. (z minusem, nie nalezy go odsytacé) Niech V, U C R"™ bedg przestrzeniami
lintowymi. Udowodnié, ze VNU tez jest przestrzeniq liniowg (to znaczy udowodnié zawieranie
zera, zamknieto$é na kombinacje liniowe i mnoZenie przez skalar).

Zadanie 4. Udowodnié, Ze jesli A C'V jest Inz, oraz v € V' \ span(A), to AU{v} tez jest
Inz.

Zadanie 5. A C C' C V, A jest Inz, C generuje V. Pokazac, Ze istnieje baza B taka, Ze
A C B CCC. Skorzystac¢ z poprzedniego zadania.

Zadanie 6. Wywnioskowac z poprzedniego zadania, ze jesli A CV, |A| =dimV i A jest Inz,
to A generuje V' (wiec jest bazqg). Wywnioskowad tez, ze jesli A generuje V i |A] = dimV,
to A jest Inz. (uvwaga: tu wazne jest zalozenie, Ze V ma skoniczony wymiar)

Zadanie 7. Pokazaé, Ze jesl vy, ..., v, jest bazq V', to kazdy v € V zapisuje si¢ jedno-
znacznie joko kombinacja liniowa elementow vy, . .., v,. Konkretnej: jesli cyv1+. .. +cpv, =
dvp+...+ v, toer =¢), .. 0, =0,

Zadanie 8. Wywnioskowaé z poprzedniego zadania, Ze jesli B jest bazq V i f: B — U jest
dowolng funkcjq, to f rozszerza sie jednoznacznie do przeksztatcenia liniowego f :V-=U.
(zauwazyé tez, ze jesli obrazem f jest zbidr Inz/baza/zbior generujgcy, to fjest roznowarto-
Sciowa/izomorfizmem/na,).

Reszta zadan ma charakter bardziej geometryczny. W tych zadaniach ograniczymy sie do
R3

Prostg nazwiemy jednowymiarowsa podprzestrzen liniowg R3 przesunieta o wektor. Plasz-
cyzng nazwiemy dwuwymiarowsa podprzestrzen liniowa R? przesunietg o wektor. Tak wiec
punkty prostej spetniaja rownanie

T=ad+M MeR (1)
Dla pewnych , '€ R3. Dla plaszczyzny mamy
T=a+Mh+ Xl NeER (2)
Dla pewnego u i pewnych liniowo niezaleznych I oraz I

Zadanie 9. Wyjasnij w terminologii szkolnej, co znaczy, e dwa wektory w R3 sq liniowo
niezalezne.

Zadanie 10. Wyjasnij w terminologii szkolnej, co znaczy, Ze trzy wektory w R sq liniowo
niezalezne.

Ponizsze zadania da sie zrobi¢ na palcach, ale po to bylty zadania z ogdlnej teorii, zeby
nie trzeba ich bylo tak robi¢.

Zadanie 11. Dane sq dwie proste przechodzgce przez 0. Udowodnic, Ze albo sqg sobie rowne,
albo ich przeciecie to doktadnie {0}. Wskazéwka: skorzystaé z zadania 2, popatrzeé na moc
bazy.
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Zadanie 12. Dane sq dwie plaszczyzny przechodzgce przez 0. Udowodnié, Ze albo sqg sobie
rowne, albo ich przecieciem jest prosta. Wskazowka: skorzystaé z tego, ze kazdy zbior Inz w
R3 ma moc co najwyzej 3.

Zadanie 13. Korzystajgc z poprzedniego zadania udowodnij, Ze dowolne dwie rézne plasz-
czyzny albo sie nie przecinajq, albo ich przecieciem jest prosta.

Zadanie 14. (z minusem, nie nalezy go odsylaé) Pokaz, ze w R* istniejq dwie plaszczyzny
(podprzestrzenie wymiaru 2 przesuniete o wektor), ktore przecinajg sie w dokladnie jednym
punkcie.

Ponizsze zadania maja co$ wspolnego z konstrukcjami za pomoca samej linijki

Zadanie 15. Udowodnij, ze jesli f : R — R? jest izomorfizmem p. liniowych, to obrazem
przez f dowolnej prostej jest jaka$ prosta.

Konstrukcja C(X) za pomoca linijki ze zbioru poczatkowego X nazwiemy skonczony ciag
operacji, z czego kazda jest jednego z trzech typow:

e Zaznacz dowolny punkt lezacy na prostej pomiedzy pewnymi dwoma juz zaznaczonymi
punktami.

e Zaznacz dowolny punkt nielezacy na zadnej prostej taczacej zaznaczone juz punkty.

e Zaznacz punkt przeciecia pewnych dwoch prostych przechodzacych przez 4 (niekoniecz-
nie rézne) zaznaczone juz punkty.

Powiemy, ze ciag Xo C X1 C ... C X|¢(x) spelnia konstrukcje C(X) jesli dla kazdego i
Xi1 \ Xi = {p} i p jest zgodne z i-ta operacja C(X). Zbior takich ciagéw rozpoczynajacych
sie od Xy bedziemy oznaczaé¢ przez C(Xp).

Zadanie 16. Pokazaé, ze jesli f : R? — R? jest izomorfizmem p. liniowych i {Xy C ... C
Xno1 € X} € C(Xo), to {f(Xo) ... C f(Xn-1) C [(Xn)} € C(f(Xo))

Zagadnienie konstrukcyjne Tartaglii przy pomocy samej linijki mozna teraz sformutowaé
nastepujaco: Konstrukcja C'(X) jest dobra, jesli dla kazdego X, zawierajacego trzy punkty
A, B, C takie, ze AB < BC'i dla kazdego {Xy C ... C X, C X,,} € C(Xy) mamy, ze
X, \ X,—1 = {D} takie, ze D lezy na BC' i |AB| = |BD|.

Zadanie 17. Pokazaé, ze nie istnieje taka konstrukcja. Wskazowka: Dowdd nie wprost. Uzyé
poprzedniego zadania oraz zadania 8.

Ostatnie zadanie jest juz catkiem losowe

Zadanie 18. Dany jest szesciokgt foremny. W kazdym wierzchotku szesciokgta siedzi jed-
na bardzo smutna zZaba. W srodku symetrii tego szeSciokgta siedzi bocian. Celem Zaby jest
doskoczyc¢ do bociana. W tym celu zZaba bedgca w pewnym punkcie A, moze wybra¢ dowolng
nng zabe, stojgcq w punkcie B i przeskoczyc jg wzdtuz prostej AB do punktu C' takiego, Ze
2AB = BC' i punkty A, C sq po przeciwnych stronach punktu B. Czy istnieje cigg ruchow,
po ktorych ktoras z Zab dostanie sie do bociana?
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