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Przed zadaniami beda przedstawione defincje przydatne przy rozwiazywaniu
zadan oraz ktérych znajomosci bede oczekiwal na warsztatach, przy czym wiek-
szo$¢ z nich juz teraz powinna byé znana.

Do kwalifikacji nie jest wymagane rozwiazanie wszyskich zadari, ale zachecam
do sprobowania rozwiazania kazdego z nich, a w przypadku gdy nie potraficie w
pelni rozwiazaé zadania, wystaé jego czesciowe rozwiazanie. Niektore z zadan sa
oznaczone gwiazdka i nie oczekuje ich zrobienia, ale zachecam do sprébowania.

Rozwiazania wszystkich przedstawionych zadan mozna znalezé w internecie,
w szczegolnosci Al jest w stanie je bez problemu rozwiazaé. Zalecam jednak
rozwiazanie ich samemu, bo na warsztatach bede oczekiwal umiejetnosci roz-
wiazania tego typu zadan (wylaczajac zadania z *).

Rozwiazania zadan mozna wysta¢ poprzez strone warsztatow. Forma jest do-
wolna tak dlugo jak jest czytelna. Nie trzeba wylicza¢ doktadnych liczb. Wszel-
kie pytania mozna zadawaé¢ poprzez email: phorod05@gmail.com lub poprzez
Discord.

Definicje do zadan - zliczanie

Reguta dodawania

Liczac elementy nalezace do dwoch roztacznych zestawow dodajemy liczby obiek-
tow z obu.

Twierdzenie 1 (Reguta dodawania). Jesli A i B sq roztqgcznymi zbiorami skori-
czonymsi, to:
[AUB| = |4]U|B]



Regula mnozenia

Liczac na ile sposobéw mozemy wybraé elementy z jednego zestawu, a nastepnie
z drugiego mozemy pomnozy¢ liczbe sposobu wyboru elementéw obu (Liczba
sposobéw wyboru z drugiego zbioru nie moze zalezeé od liczby sposobu wybordw
7 pierwszego).

Twierdzenie 2 (Reguta mnozenia). Jesli A i B sq zbiorami skoriczonymi, to:

A x B| = |4]-|B]

Regutla bijekcji

Metode bijekeji stosujemy jesli chcemy zliczyé obiekty, ktore mozemy przema-
powaé (znalezé bijekcje), na problem latwiejszy do rozwiazania. (Bijekcja, to
funkcja réznowarto$ciowa, ktorej zbioér wartosci jest réwny przeciwdziedzinie.
Dziedziny i przeciwdziedzina bijekcji sa rownoliczne.)

Twierdzenie 3 (Regula bijekcji). Jesli A i B sq zbiorami skoriczonymi, oraz
istnieje bijekcja f : A — B to:

Al = |B|
Permutacje

Permutacja zbioru X na to bijekcja na sama siebie. Czesto utozsamiamy je jako
ustawanie obiektéw w kolejnosci. Permutacji zbioru n-elementowego jest:

nl=n-(n—-1)-...-1

Kombinacje bez powtorzen

Kombinacjg bez powtérzen nazywamy dowolny podzbiér zbioru skonczonego.
Dla n-elementowego zbioru mozna wybra¢ k-elementowy podzbiér na (Z) Spo-
sobéw. Przy czym:

Wariacje bez powtorzen

Wariacja bez powtorzen nazywamy dowolny réznowartosciowy ciag elementow
dowolnego podzbioru zbioru skonczonego. k-elementowych wariacji bez powto-
rzeni z elementami ze zbioru n-elementowego jest:

n.(n1)....-(nk+1)!—mflk)!—<z>.k!



Wariacje z powtorzeniami

Wariacja z powtorzeniami nazywamy dowolny ciag elementéw dowolnego pod-
zbioru zbioru skoiiczonego. k-elementowych wariacji z powtorzeniami z elemen-
tami ze zbioru n-elementowego jest:

Wzé6r dwumianowy (Newtona)

Wzér ten powinien byé juz znany z liceum, mozna go uzy¢ do wykazania kilku
uzytecznych wlasnosci.

Twierdzenie 4 (Wzor dwumianowy). Dla dowolnych a,b € R oraz n € N
zachodzi: .
(a + b)n _ ];J (Z) akFpn—k

Wspoblczynnik wielomianowy

Wspolezynnik, ktory mozna uzyé do skrocenia zapisu i poprawy czytelnosci w
niektorych sytuacjach. Wystepuje zamiast w uogdlnieniue wzoru dwumianowego
na wiecej sktadnikéw. Mozna go uzywaé, ale nie ma takiej potrzeby.

(i) = () (5" ()

Dowéd kombinatoryczny

Przy zliczaniu czesto bedziemy sie opiera¢ tzw. dowodach kombinatorycznych.
Polegaja one na znalezieniu interpretacji kombinatorycznej dla obu stron réwna-
nia i pokazaniu, ze zliczaja on to samo. Przyktadowo wzér dwumianowy mozna
udowodnié¢ w nastepujacy sposob:

Z <Z>a’“bn’“ =etdatb). (ath)

k=0

n

Dla kazdego a*b" % k € {0,1,...,n} wybieramy z ktorych k nawiaséw bierzemy
a. Mozemy je wybrac na (}) sposobow skad dostajemy: > (})a*b" .



Zliczanie zadania

Seria 1 (1 punkt za kazde zadanie)

To sa bardziej zadania rozgrzewkowe, nie powinno z nimi by¢ zadnych proble-
mow.

1. Rysunek drwala sktada sie z 6 obszaréow. Kazdy z tych obszaréw nalezy
pokolorowaé¢ jednym z siedmiu koloréw w taki sposob, aby kazde dwa
obszary graniczace ze soba mialy inny kolor.

T

L5

2. Na ile sposobéw mozna 10 oséb w kolejce, na ile sposobéw mozna je usta-
wié jedli maksymalne dlugosé kolejki wynosi 7.

3. Na ile sposob6w mozna usadzié¢ 10 os6b przy okraglym stole (nierozroz-
niamy miejsc).

4. Tle roznych stow (nie musza by¢ prawdziwe) mozna utworzy¢ ze wszystkich
liter stowa "MATEMATYKA".

5. W pewnej grupie jest 8 chtopcow i 6 dziewczynek na ile sposobéw mozna
je podzieli¢ na jednosobowe, jednoptciowe grupy.

6. Ile jest liczb co najwyzej 5-cyfrowych, ile jest liczb doktadnie 5 cyfrowych,
ile jest parzystych liczb 5-cyfrowych.



Seria 2 (2 punkty za kazde zadanie)

W zadaniach gdzie jest napisane "uzasadnij", nie ma potrzeby na formalny
dowdd, po prostu trzeba wyjasni¢ skad sie to bierze.

1. Udowodnij zasady dodawania, mnozenia i bijekcji.

2. Uzasadnij wzory na liczby permutacji, kombinacji bez powtérzen oraz wa-
riacji z lub bez powtorzen.

3. Na ile sposobéw mozna ustawié n elementow w cykl.

Seria 3 (3 punkty za kazde zadanie)

1. Udowodnij kombinatorycznie:

2. Udowodnij kombinatorycznie:
n\ (n-—1 n n—1
k) k k—1

3. Udowodnij kombinatorycznie:

4. *Udowodnij:

k - nieparzyste

Grafy definicje

Graf

Grafem nazywamy pare G = (V, E), gdzie V-zbior wierzchotkow oraz F-zbior
krawedzi.

e Jesli E C {{u,v} u,v € V} to graf jest nieskierowany.
o Jesli E C {(u,v) : u,v € V} to graf jest skierowany.

e Jesli graf nie zawiera krawedzi postaci {v,v} (lub (v,v)) to méwimy, ze
jest bez petli.

Ponizsze zadania beda odnosily sie wytacznie do graféw nieskierowanych,
bez petli.



Kilka podstwowych pojeé

Klika (lub graf pelny) to graf, ktéry ma maksymalng mozliwg liczbe kra-
wedzi. Klike oznaczamy poprzez K.

Droga w grafie G nazywamy dowolny ciag n > 1 wierzchotkéw vy, ... v,,
taki ze v;v,41 € Edlat=1,...,n—1.

Sciezka w grafie G nazywamy dowolny ciag n > 1 wierzcholkow parami
réznych wierzchotkéw v, ... v,, taki ze v,y € Edlat=1,...,n—1.

Cyklem w grafie G nazywamy dowolny ciag n > 1 wierzchotkéw parami
réznych wierzchotkow v;,...v,, taki ze viv;y; € Edlai=1,...,n—1
oraz v,v1 € F.

Powiemy, ze graf G = (V, E) jest spojny jesli dla dowolnych w,v € V
istnieje droga (rownowaznie $ciezka) w G, ktora zaczyna sie w u, a koriczy
w .

Powiemy, ze graf G = (V, E) jest acykliczny, jesli nie zawiera zadnego
cyklu.

Drzewem nazywamy graf spojny i acykliczny. Graf acykliczny nazywamy
Lasem.

Sasiedztwem wierzchotka nazywamy zbior jego sasiadow w G. N(u) =
{veV:uw e E}.

Stopniem wierzcholtka nazywamy liczbe jego sasaidow. d(u) = | N (u)|.

Zadania grafy - wszystkie po 2 punkty

1.
2.

Ile krawedzi ma klika n-elementowa K,,.
Ile wynosi suma stopni wszystkich wierzchotkéw w grafie.

Wierzcholki o stopniu 1 w drzewie nazywamy li§émi. Ile co najmniej lisci
musi mieé¢ drzewo.

. Udodownij, ze jesli G = (V, E) jest grafem spojnym oraz uv € E, to graf G

z usuniety krawedzia uv jest spojny wtw. gdy uv jest krawedzia w pewnym
cyklu G.

*Niech T = (V, E) bedzie grafem Wowczas nastepujace warunki sg row-
nowazne:

(a) T jest drzewem.

(b) T jest grafem acyklicznym oraz |E| = |V| — 1.

(¢) T jest grafem spojuym oraz |E| = |V| — 1.



Udowodnij to twierdzenie. (Tego typu twierdzenia najczesciej dowodzi sie
poprzez pokazanie a = b = ¢ = a lub na odwrot). Kazda z tych implikacji
liczy si¢ jako osobne zadanie.



